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Od autora 

     Podrňcznik "Fizyka" zostağ opracowany z przeznaczeniem zar·wno do samodzielnego 

studiowania fizyki w kursach prowadzonych systemem stacjonarnym jak i w systemie 

ksztağcenia na odlegğoŜĺ. 

     Szanowny Czytelniku zanim rozpoczniesz naukň fizyki z wykorzystaniem tych 

materiağ·w przeczytaj poniŨsze informacje i koniecznie zapoznaj siň z wprowadzeniem 

zawierajŃcym porady dla studiujŃcych. Znajdziesz tam wskaz·wki jak efektywnie uczyĺ siň 

i jak sprawdzaĺ swoje postňpy. 

Informacje og·lne 

     Fizyka jest naukŃ przyrodniczŃ badajŃcŃ najbardziej podstawowe i og·lne wğasnoŜci 

otaczajŃcego nas Ŝwiata materialnego i zachodzŃce w tym Ŝwiecie zjawiska. Celem fizyki 

jest poznanie praw przyrody, od kt·rych zaleŨŃ wszystkie zjawiska fizyczne. 

     PodstawowŃ metodŃ badawczŃ fizyki sŃ obserwacje i doŜwiadczenia. Na og·ğ proces 

poznawczy rozpoczyna siň od obserwacji jakoŜciowych; rejestrujemy, odkrywamy nowe 

zjawisko. Nastňpnie przeprowadzamy doŜwiadczenia majŃce na celu ustaliĺ zwiŃzki 

przyczynowe jak i uzyskaĺ informacje iloŜciowe. Na tej podstawie staramy siň sformuğowaĺ 

prawa fizyki, kt·re zapisujemy w postaci r·wnaŒ matematycznych. To przejŜcie od 

obserwacji do modelu matematycznego znane jest jako metoda indukcji. W tej metodzie 

rozpoczynasz naukň od poznania przykğadu lub od wykonania samodzielnego ĺwiczenia, 

kt·re ma na celu zwr·ciĺ uwagň na samo zjawisko jak i na czynniki istotne dla tego zjawiska. 

Ten spos·b jest niewŃtpliwie najbardziej ksztağcŃcy z punktu widzenia samodzielnej nauki. 

Jednak umiejňtnoŜci poprawnego wnioskowania i dokonywania uog·lnieŒ nie zawsze 

wystarczajŃ do szybkiego, samodzielnego dotarcia do sformuğowaŒ praw fizyki (teorii 

fizycznych). Dzieje siň tak po czňŜci dlatego, Ũe prawa fizyki wyraŨajŃ zwiŃzki iloŜciowe 

miňdzy r·Ũnymi wielkoŜciami fizycznymi. Nie wystarczy stwierdziĺ, Ũe jedna wielkoŜĺ 

fizyczna zaleŨy od drugiej (sformuğowanie jakoŜciowe) ale trzeba podaĺ ŜcisğŃ relacjň 

miňdzy tymi wielkoŜciami w postaci r·wnania matematycznego, a to wiŃŨe siň zawsze 

z pomiarami okreŜlajŃcymi liczbowo stosunek danej wielkoŜci do przyjňtej jednostki. 

Ponadto wszystkie wielkoŜci fizyczne muszŃ byĺ jednoznacznie okreŜlone i znajomoŜĺ tych 

definicji jest niezbňdna do sformuğowania praw fizyki. Dlatego czňsto naukň rozpoczyna siň 

od poznania pewnej iloŜci definicji wielkoŜci fizycznych, po kt·rych wprowadzane sŃ 

wybrane prawa fizyczne. W wiňkszoŜci przypadk·w prawa te poprzedzone sŃ moŨliwie 

prostym wyprowadzeniem, kt·rego celem jest podkreŜlenie logicznej struktury 

wnioskowania. Prawa te starağem siň zilustrowaĺ (uzasadniĺ) za pomocŃ r·Ũnych fakt·w 

doŜwiadczalnych, kt·re sŃ podane w formie przykğad·w lub ĺwiczeŒ do samodzielnego 

wykonania. W tej czňŜci nauka polega na wyciŃganiu wniosk·w z poznanych uprzednio 

praw. Ta metoda, w kt·rej nowe zjawiska i wyniki doŜwiadczeŒ przewidujemy jako logicznŃ 

konsekwencjň poznanych praw (teorii) znana jest jako metoda dedukcji. 

     Praktyczne zastosowania pokazujŃce zwiŃzek miňdzy fizykŃ i technikŃ sŃ tym na co 

powinien zwr·ciĺ uwagň przyszğy inŨynier. Dlatego starağem siň zar·wno w ĺwiczeniach 

jak i przykğadach przedstawiĺ zagadnienia zwiŃzane z rzeczywistymi sytuacjami. MajŃ one 

unaoczniĺ fakt bezpoŜredniego zwiŃzku fizyki z codziennym Ũyciem, z jego r·Ũnymi 

aspektami. 
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Porady dla studiujŃcych  

Ukğad treŜci i korzystanie z materiağ·w  

     Materiağ kursu zostağ podzielony na rozdziağy, kt·re pogrupowane sŃ w moduğy. 

PowinieneŜ studiowaĺ je po kolei i przechodziĺ do nastňpnego rozdziağu dopiero gdy 

upewniğeŜ siň, Ũe rozumiesz materiağ z poprzedniego. Ma to istotne znaczenie bo z wniosk·w 

i informacji z danego rozdziağu bňdziesz wielokrotnie korzystağ w nastňpnych punktach. Na 

koŒcu kaŨdego moduğu znajdziesz ponadto, kr·tkie podsumowanie najwaŨniejszych 

wiadomoŜci. 

    Przy czytaniu zwr·ĺ uwagň na specjalne oznaczenia (ikony) umieszczone w tekŜcie. MajŃ 

one na celu zwr·ciĺ TwojŃ uwagň na najistotniejsze elementy takie jak  

 

 
Definicje, Prawa, zasady, twierdzenia 

 

     Fizyka, jak kaŨda inna dyscyplina, posğuguje siň pewnymi charakterystycznymi 

sformuğowaniami i pojňciami tak zwanymi pojňciami podstawowymi. Zostağy one teŨ 

opatrzone etykietami w postaci . SŃ one pomocne zwğaszcza przy powt·rce i utrwalaniu 

wiadomoŜci. Dodatkowo elementy najistotniejsze dla zrozumienia i opanowaniu materiağu 

zostağy wyszczeg·lnione pochyğŃ czcionkŃ. Zwr·ĺ na nie szczeg·lnŃ uwagň. 

     Prawa fizyki formuğowane sŃ w postaci r·wnaŒ matematycznych wyraŨajŃcych Ŝcisğe 

iloŜciowe relacje miňdzy wielkoŜciami fizycznymi, a to wiŃŨe siň z przyjňciem 

odpowiednich jednostek 

 

 
Jednostki 

 

     Opr·cz tekstu podstawowego zawierajŃcego miňdzy innymi definicje, twierdzenia, 

komentarze, w rozdziağach umieszczone zostağy r·wnieŨ 

 

 
Ĺwiczenia 

 

do samodzielnego wykonania. Ĺwiczenia te majŃ r·Ũny charakter i r·Ũny stopieŒ trudnoŜci. 

SŃ wŜr·d nich takie, kt·re uczŃ rozwiŃzywania zadaŒ i problem·w. Inne polegajŃ na podaniu 

przez Ciebie przykğad·w ilustrujŃcych dane prawa i zaleŨnoŜci. Spotkasz siň teŨ z prostymi 

obliczeniami, kt·re pozwolŃ zorientowaĺ siň jaka jest skala r·Ũnych wielkoŜci fizycznych. 

Poprawnie zrobione ĺwiczenie stanowi cenne uzupeğnienie materiağ·w. CzňŜĺ uzyskanych 

wynik·w jest potem wykorzystywana w kolejnych ĺwiczeniach lub wprost w kolejnych 

zagadnieniach. Spr·buj je wszystkie wykonaĺ. Na koŒcu kaŨdego z moduğ·w moŨesz 

sprawdziĺ poprawnoŜĺ rozwiŃzania lub uzyskaĺ dodatkowe informacje, kt·re pomogŃ 

rozwiŃzaĺ problem. Dlatego nawet gdy nie potrafisz rozwiŃzaĺ zadania zapisz te obliczenia, 

kt·rym podoğağeŜ i zanotuj gdzie napotkağeŜ na trudnoŜci. Postaraj siň sprecyzowaĺ czy 

kğopot sprawiğo Ci sformuğowanie problemu, dob·r odpowiednich wzor·w czy obliczenia 

matematyczne, a nastňpnie sprawdŦ rozwiŃzanie. 
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     Prezentowane materiağy sŃ ilustrowane prostymi programami 

 

 
Programami 

 

(symulacjami komputerowymi) dostňpnymi do pobrania ze strony WWW autora 

(http://home.agh.edu.pl/~kakol/) oraz ze strony Otwartych Zasob·w Edukacyjnych - Open 

AGH, (http://open.agh.edu.pl/). 

 

     Ponadto, w tekŜcie umieszczono 

 

 
OdnoŜniki do dodatkowego materiağu 

 

do dodatkowego materiağu, umieszczonego na koŒcu moduğ·w, a stanowiŃcego rozszerzenie 

i uzupeğnienie kursu podstawowego. Postaraj siň r·wnieŨ w miarň moŨliwoŜci zapoznaĺ z 

tymi informacjami.  

     Na koŒcu kaŨdego moduğu znajduje siň "Test kontrolny". Zawiera on zadania podobne 

do tych z jakimi spotkasz siň na egzaminie lub przy zaliczeniu przedmiotu. Koniecznie zr·b 

te zadania samodzielnie. Bňdziesz m·gğ ich rozwiŃzanie skonsultowaĺ z prowadzŃcym 

przedmiot. Dziňki korekcie i uwagom prowadzŃcego bňdziesz m·gğ siň zorientowaĺ siň czy 

opanowağeŜ materiağ w wystarczajŃcym stopniu. Przede wszystkim powinieneŜ jednak sam 

pr·bowaĺ oceniĺ swoje postňpy. W tej ocenie mogŃ Ci pom·c zamieszczone poniŨej 

kryteria. 

Wskaz·wki uğatwiajŃce samokontrolň postňp·w 

     Po przestudiowaniu kaŨdego z rozdziağ·w, moduğ·w powinieneŜ sprawdziĺ czy udağo Ci 

siň osiŃgnŃĺ podane poniŨej wyniki uczenia siň. UmiejňtnoŜĺ wykonania czynnoŜci 

zapisanych na tej liŜcie Ŝwiadczy o Twoich postňpach w nauce i zdobytej wiedzy. 

¶ Po pierwsze sprawdŦ czy zapamiňtağeŜ wiadomoŜci z danego rozdziağu. W tym celu 

wypowiedz na gğos lub napisz na kartce definicje podstawowych pojňĺ, na przykğad 

masy, pňdu, siğy. Czy potrafisz r·wnieŨ napisaĺ odpowiednie wzory? 

¶ Teraz sprawdŦ czy rozumiesz zapamiňtany materiağ i czy potrafisz siň nim posğugiwaĺ. 

Spr·buj najpierw rozwiŃzaĺ samodzielnie (powt·rzyĺ) przykğady rozwiŃzane w tekŜcie. 

OkreŜl wielkoŜci szukane w zadaniu i wskaŨ na informacje niezbňdne do jego 

rozwiŃzania (dane). Czy potrafisz podaĺ metodň rozwiŃzania zadania wraz 

z odpowiednimi wzorami? Czy wiesz jakie warunki i zağoŨenia leŨŃ u podstaw tych 

zaleŨnoŜci? 

¶ Spr·buj wypowiedzieĺ definicje odpowiednich wielkoŜci fizycznych i praw fizyki 

okreŜlajŃcych zjawiska w rozwiŃzywanym przykğadzie. Czy potrafisz to zrobiĺ 

wğasnymi sğowami? 

¶ Czy poznane zaleŨnoŜci i pojňcia wiŃŨŃ siň z rzeczywistymi sytuacjami Ũyciowymi; 

postaraj siň podaĺ przykğady. 

¶ Spr·buj przeksztağciĺ podane wzory tak aby uzyskaĺ postaĺ umoŨliwiajŃcŃ wyliczenie 

innych wielkoŜci wystňpujŃcych w zadaniu. Ponownie spr·buj wskazaĺ wielkoŜci dane 

i szukane. 

http://home.agh.edu.pl/~kakol/
http://open.agh.edu.pl/
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¶ Spr·buj sam uğoŨyĺ zadanie lub sformuğowaĺ pytania problemowe, pozwalajŃce 

przeĺwiczyĺ rozwiŃzywanie problem·w podobnych do tych w przykğadach. JeŨeli 

okreŜlisz szczeg·ğowe warunki i zağoŨenia niezbňdne do rozwiŃzania zdania i potrafisz 

podaĺ jakie dane sŃ do tego niezbňdne to dowiodğeŜ, Ũe potrafisz analizowaĺ zjawiska 

przyrodnicze, wyciŃgaĺ wnioski i dokonywaĺ uog·lnienia (syntezy). 

¶ Czy potrafisz powiedzieĺ jak moŨna uzyskaĺ te niezbňdne dane? 

¶ MoŨe zaprojektujesz doŜwiadczenia (podasz spos·b pomiaru), kt·re z jednej strony 

pozwolŃ na otrzymanie potrzebnych danych, a z drugiej pozwolŃ niezaleŨnie zmierzyĺ 

wielkoŜĺ szukanŃ co umoŨliwi zweryfikowanie modelu teoretycznego? 

¶ Zastan·w siň czy analizujŃc przykğad, ĺwiczenie, potrafisz oceniĺ stopieŒ zgodnoŜci 

z rzeczywistoŜciŃ przyjňtych zağoŨeŒ i uproszczeŒ. Czy taka idealizacja warunk·w jest 

konieczna? Kt·re z przyjňtych zağoŨeŒ i uproszczeŒ uwaŨasz za najbardziej istotne 

i dlaczego? MoŨe potrafisz zaproponowaĺ bardziej dokğadne metody obliczania, 

wyznaczenia, wielkoŜci fizycznych wystňpujŃcych w przykğadach. 

 

JeŨeli potrafisz wykonaĺ powyŨsze czynnoŜci to stajesz siň ekspertem i moŨesz byĺ pewny 

swojej wiedzy. 
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1 WiadomoŜci wstňpne  

1.1 WielkoŜci fizyczne, jednostki 

     Prawa fizyki wyraŨajŃ zwiŃzki miňdzy r·Ũnymi wielkoŜciami fizycznymi. Prawa te 

formuğowane sŃ w postaci r·wnaŒ matematycznych wyraŨajŃcych Ŝcisğe iloŜciowe relacje 

miňdzy tymi wielkoŜciami, a to wiŃŨe siň zawsze z pomiarami okreŜlajŃcymi liczbowo 

stosunek danej wielkoŜci do przyjňtej jednostki . 

     Wiele z wielkoŜci fizycznych jest wsp·ğzaleŨnych. Na przykğad prňdkoŜĺ jest dğugoŜciŃ 

podzielonŃ przez czas, gňstoŜĺ masŃ podzielonŃ przez objňtoŜĺ itd. Dlatego z poŜr·d 

wszystkich wielkoŜci fizycznych wybieramy pewnŃ iloŜĺ tak zwanych wielkoŜci 

podstawowych , za pomocŃ kt·rych wyraŨamy wszystkie pozostağe wielkoŜci nazywane 

wielkoŜciami pochodnymi . Z tym podziağem zwiŃzany jest r·wnieŨ wyb·r jednostek. 

Jednostki podstawowe  wielkoŜci podstawowych sŃ wybierane (ustalane), a jednostki 

pochodne  definiuje siň za pomocŃ jednostek podstawowych. 

     Aktualnie obowiŃzujŃcym w Polsce ukğadem jednostek jest ukğad SI (Systeme 

International d'Unites). Ukğad SI ma siedem jednostek podstawowych i dwie uzupeğniajŃce 

niezbňdne w sformuğowaniach praw fizyki. WielkoŜci podstawowe i ich jednostki sŃ 

zestawione w tabeli 1.1 poniŨej. 

 

 

Tab. 1.1. WielkoŜci podstawowe (1-7), uzupeğniajŃce (8,9) 

i ich jednostki w ukğadzie SI. 

  WielkoŜĺ Jednostka 
Symbol 

jednostki 

1.  

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

DğugoŜĺ  

Masa 

Czas 

IloŜĺ materii (substancji) 

NatňŨenie prŃdu elektrycznego 

Temperatura termodynamiczna 

światğoŜĺ 

metr 

kilogram 

sekunda 

mol 

amper 

kelwin 

kandela 

m 

kg 

s 

mol 

A 

K 

cd 

8.  

9. 

KŃt pğaski  

KŃt bryğowy 

radian  

steradian 

rad  

sr 

 

 

     Definicje jednostek podstawowych sŃ zwiŃzane albo ze wzorcami jednostek albo 

z pomiarem. Przykğadem jednostki zwiŃzanej ze wzorcem jest masa. Obecnie Ŝwiatowym 

wzorcem kilograma (kg) jest walec platynowo-irydowy przechowywany 

w Miňdzynarodowym Biurze Miar i Wag w Sevres (Francja). Natomiast przykğadem 

jednostki zwiŃzanej z pomiarem jest dğugoŜĺ. Metr (m) definiujemy jako dğugoŜĺ drogi 

przebytej w pr·Ũni przez Ŝwiatğo w czasie 1/299792458 s. 
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     Opr·cz jednostek w fizyce posğugujemy siň pojňciem wymiaru jednostki  danej 

wielkoŜci fizycznej. Wymiarem jednostki podstawowej jest po prostu ona sama. Natomiast 

dla jednostek pochodnych wymiar jest kombinacjŃ jednostek podstawowych 

(w odpowiednich potňgach). Na przykğad jednostka siğy ma wymiar kgm/s2 wynikajŃcy ze 

wzoru F = ma. Niekt·re jednostki pochodne majŃ swoje nazwy tak jak jednostka siğy - 

niuton. 

     Wreszcie, opr·cz jednostek podstawowych i pochodnych posğugujemy siň takŨe 

jednostkami wt·rnymi , kt·re sŃ ich wielokrotnoŜciami. WyraŨa siň je bardzo prosto 

poprzez dodanie odpowiedniego przedrostka okreŜlajŃcego odpowiedniŃ potňgň dziesiňciu, 

kt·ra jest mnoŨnikiem dla jednostki (patrz tabela 1.2). 

 

Tab. 1.2. Wybrane przedrostki jednostek wt·rnych. 

Przedrostek Skr·t MnoŨnik 

tera 

giga 

mega 

kilo 

centy 

mili  

mikro 

nano 

piko 

femto 

T 

G 

M 

k 

c 

m 

ɛ 

n 

p 

f 

1012 

109 

106 

103 

10-2 

10-3 

10-6 

10-9 

10-12 

10-15 

 

1.2 Wektory 

     W fizyce mamy do czynienia zar·wno z wielkoŜciami skalarnymi jak i wielkoŜciami 

wektorowymi. WielkoŜci skalarne takie jak np. masa, objňtoŜĺ, czas, ğadunek, temperatura, 

praca, majŃ jedynie wartoŜĺ. Natomiast wielkoŜci wektorowe np. prňdkoŜĺ, przyspieszenie, 

siğa, pňd, natňŨenie pola, posiadajŃ wartoŜĺ, kierunek, zwrot i punkt przyğoŨenia. PoniŨej 

przypominamy podstawowe dziağania na wektorach. 

 

1.2.1 Rozkğadanie wektor·w na skğadowe  

     W dziağaniach na wektorach operuje siň skğadowymi tych wektor·w wyznaczonymi 

w wybranym ukğadzie odniesienia.  

Skğadowe wektora wyznaczamy umieszczajŃc poczŃtek wektora w poczŃtku ukğadu 

wsp·ğrzňdnych i rzutujŃc koniec wektora na poszczeg·lne osie wybranego ukğadu 

wsp·ğrzňdnych. 
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Rys. 1.1. Wektor r i jego skğadowe rx, ry, rz w pewnym ukğadzie wsp·ğrzňdnych 

1.2.2 Suma wektor·w  

     W wybranym ukğadzie wsp·ğrzňdnych wektor jest definiowany przez podanie jego 

wsp·ğrzňdnych np. 

 

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )a a a b b b= =a b  

 

Zwr·ĺmy w tym miejscu uwagň na przyjňtŃ konwencjň. Wszystkie wektory wyr·Ũnione sŃ 

w tekŜcie czcionkŃ wytğuszczonŃ. 

SumŃ dw·ch wektor·w jest nowy wektor o wsp·ğrzňdnych 

 

1 1 2 2 3 3( , , )a b a b a b+ = + + +a b  

 

Geometrycznie jest to przekŃtna r·wnolegğoboku zbudowanego na tych wektorach. R·Ũnicň 

dw·ch wektor·w przedstawia druga przekŃtna (rysunek poniŨej). 

 
Rys. 1.2. Suma i r·Ũnica wektor·w 
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1.2.3 Iloczyn skalarny 

     Iloczyn skalarny dw·ch wektor·w aĿb jest liczbŃ (skalarem) r·wnŃ iloczynowi wartoŜci 

bezwzglňdnych (dğugoŜci) tych wektor·w pomnoŨony przez cosinus kŃta miňdzy nimi 

 

cos cosaba aÖ = Ö =a b a b  

 

Iloczyn skalarny jest czňsto stosowany do opisu wielkoŜci fizycznych. Przykğadem 

wielkoŜci fizycznej, kt·rŃ moŨna przedstawiĺ jako iloczyn skalarny dw·ch wielkoŜci 

wektorowych jest praca. Praca jest iloczynem skalarnym siğy i przesuniňcia. 

1.2.4 Iloczyn wektorowy  

Iloczyn wektorowy dw·ch wektor·w a ³ b jest nowym wektorem c, kt·rego dğugoŜĺ 

(wartoŜĺ bezwzglňdna) jest r·wna iloczynowi dğugoŜci tych wektor·w i sinusa kŃta 

pomiňdzy nimi 

 

sinc ab a=  

 

Wektor c jest prostopadğy do pğaszczyzny wyznaczonej przez wektory a i b. Zwrot jego jest 

okreŜlony reguğŃ Ŝruby prawoskrňtnej lub reguğŃ prawej rňki. JeŨeli palce prawej rňki zginajŃ 

siň w kierunku obrotu wektora a do wektora b (po mniejszym ğuku) to kciuk wskazuje 

kierunek wektora c = a ³ b tak jak na rysunku poniŨej 

 
Rys. 1.3. Iloczyn wektorowy 
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2 Ruch jednowymiarowy 

2.1 Wstňp 

     Dziağ Fizyki zajmujŃcy siň opisem ruchu ciağ nazywamy kinematykŃ. 

 

 

Definicja 

Pod pojňciem ruchu rozumiemy zmiany wzajemnego poğoŨenia jednych ciağ 

wzglňdem drugich wraz z upğywem czasu. 

 

PoğoŨenie okreŜlamy wzglňdem ukğadu odniesienia tzn. wybranego ciağa lub ukğadu ciağ. 

Zwr·ĺmy uwagň na to, Ũe ruch tego samego ciağa widziany z r·Ũnych ukğad·w odniesienia 

moŨe byĺ r·Ũny. W szczeg·lnoŜci moŨna wybraĺ taki ukğad odniesienia, w kt·rym ciağo nie 

porusza siň. Oznacza to, Ũe ruch jest pojňciem wzglňdnym. Ponadto, w naszych rozwaŨaniach 

bňdziemy posğugiwaĺ siň pojňciem punktu materialnego . 

 

 

Definicja 

Punkty materialne to obiekty obdarzone masŃ, kt·rych rozmiary (objňtoŜĺ) moŨemy 

zaniedbaĺ. 

 

Rzeczywiste ciağa majŃ zawsze skoŒczonŃ objňtoŜĺ, ale dop·ki rozpatrujemy ich ruch 

postňpowy (ciağa nie obracajŃ siň, ani nie wykonujŃ drgaŒ) to z dobrym przybliŨeniem 

moŨemy je traktowaĺ jako punkty materialne. To przybliŨenie moŨe byĺ z powodzeniem 

stosowane do opisu ruchu obiekt·w o r·Ũnej wielkoŜci, zar·wno "mağych" czŃsteczek, jak i 

"duŨych" planet. 

2.2 PrňdkoŜĺ 

 

 
Definicja 

PrňdkoŜĺ definiujemy jako zmianň poğoŨenia ciağa w jednostce czasu. 

 

2.2.1 PrňdkoŜĺ stağa  

     JeŨeli wskazania prňdkoŜciomierza samochodu nie zmieniajŃ siň to oznacza, Ũe 

samoch·d porusza siň ze stağŃ prňdkoŜciŃ v, i jeŨeli w pewnej chwili t0 znajdowağ siň 

w poğoŨeniu x0 to po czasie t znajdzie siň w poğoŨeniu x 

 

0 0( )x x t t- = -v   

skŃd 

 

0

0

 
x x

t t

-
=
-

v  (2.1) 

 

ZaleŨnoŜĺ miňdzy poğoŨeniem x i czasem t pokazana jest na rysunku poniŨej dla dw·ch ciağ 

(np. pojazd·w). Jak wynika ze wzoru (2.1) nachylenie wykresu x(t) przedstawia prňdkoŜĺ 
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danego ciağa. R·Ũne nachylenia wykres·w x(t) odpowiadajŃ wiňc r·Ũnym prňdkoŜciom. 

PrňdkoŜĺ v  (wektor) moŨe byĺ dodatnia albo ujemna; jej znak wskazuje kierunek ruchu. 

Wektor v  dodatni - ruch w kierunku rosnŃcych x, ujemny to ruch w kierunku malejŃcych x. 

 
Rys. 2.1. ZaleŨnoŜĺ poğoŨenia od czasu dla ciağa poruszajŃcego siň ze stağŃ prňdkoŜciŃ 

 

 Ĺwiczenie 2.1 

Odczytaj z wykresu i zanotuj w tabeli poniŨej poğoŨenia poczŃtkowe x0 obu ciağ oraz ich 

prňdkoŜci. RozwiŃzanie moŨesz sprawdŦ na koŒcu moduğu. 

 

ciağo x0 [m] v  [m/s] 

1   

2   

 

 

2.2.2 PrňdkoŜĺ chwilowa 

     Gdy samoch·d przyspiesza lub hamuje to wskazania prňdkoŜciomierza zmieniajŃ siň i nie 

moŨemy m·wiĺ o "jednej" stağej prňdkoŜci. PrňdkoŜĺ zmienia siň i w kaŨdej chwili jest inna. 

Nie moŨna wtedy stosowaĺ wzoru (2.1) chyba, Ũe ograniczymy siň do bardzo mağych 

wartoŜci x - x0 (ȹx) czyli r·wnieŨ bardzo mağego przedziağu czasu ȹt = t - t0 (chwili). 

PrňdkoŜĺ chwilowŃ  w punkcie x otrzymamy gdy ȹt dŃŨy do zera 

 

0
lim
t

x

tD ­

D
=

D
v  (2.2) 

 

Tak definiuje siň pierwszŃ pochodnŃ wiňc 
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Definicja 

PrňdkoŜĺ chwilowa jest pochodnŃ drogi wzglňdem czasu. 

 

d

dt
=

x
v  (2.3) 

 

Nachylenie krzywej x(t) ponownie przedstawia prňdkoŜĺ v , a znajdujemy je (zgodnie 

z definicjŃ pochodnej) jako nachylenie stycznej do wykresu x(t), w danym punkcie tj. dla 

danej chwili t (rysunek poniŨej). 

 
Rys. 2.2. Nachylenie krzywej x(t) jest prňdkoŜciŃ chwilowŃ 

 

2.2.3 PrňdkoŜĺ Ŝrednia 

     Czňsto okreŜlenie zaleŨnoŜci x(t) nie jest moŨliwe, np. przy oszacowaniu czasu dojazdu 

do wybranej miejscowoŜci nie jesteŜmy w stanie przewidzieĺ wszystkich parametr·w 

podr·Ũy wpğywajŃcych na prňdkoŜĺ takich jak natňŨenie ruchu, koniecznoŜĺ ograniczenia 

prňdkoŜci w terenie zabudowanym itp. Posğugujemy siň wtedy pojňciem prňdkoŜci 

Ŝredniej . PrňdkoŜĺ Ŝrednia ciağa w przedziale czasu t jest zdefiniowana jako 

 

 

Definicja 

0x x

t

-
=v  (2.4) 

 

gdzie x - x0 jest odlegğoŜciŃ przebytŃ w czasie t. 
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 Ĺwiczenie 2.2 

Oblicz prňdkoŜĺ ŜredniŃ samochodu, kt·ry przejeŨdŨa odcinek  x1 = 20 km z prňdkoŜciŃ  v1 

= 40 km/h, a potem, przez nastňpne x2 = 20 km, jedzie z prňdkoŜciŃ v2 = 80 km/h. Wykonaj 

obliczenia i zapisz wynik poniŨej. 

Wskaz·wka: Oblicz cağkowitŃ drogň przejechanŃ przez samoch·d i cağkowity czas jazdy 

samochodu i skorzystaj z r·wnania (2.4). 

 

PrňdkoŜĺ Ŝrednia: 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

Otrzymany wynik: 53.33 km/h jest r·Ũny od Ŝredniej arytmetycznej z prňdkoŜci  v1 i  v2, 

kt·ra wynosi 60 km/h. Powodem jest to, Ũe poszczeg·lne wartoŜci wchodzŃ w skğad Ŝredniej 

matematycznej z r·Ũnymi czynnikami wagowymi. W naszym przykğadzie obliczamy ŜredniŃ 

wzglňdem czasu, wiňc skoro przedziağy czasu, w kt·rych samoch·d jedzie 

z prňdkoŜciami  v1 i  v2 sŃ r·Ũne to i udziağy tych prňdkoŜci w Ŝredniej sŃ teŨ r·Ũne.  

 

 
O Ŝredniej waŨonej moŨesz przeczytaĺ w Dodatku 1, na koŒcu moduğu I. 

 

WartoŜĺ Ŝrednia daje praktyczne wyniki. Zilustrujmy to jeszcze jednym ĺwiczeniem. 

 

 Ĺwiczenie 2.3 

Obliczmy drogň hamowania samochodu, kt·ry jedzie z prňdkoŜciŃ 20 m/s (72 km/h). Czas 

hamowania wynosi 5 sekund, a prňdkoŜĺ samochodu maleje jednostajnie (stağa siğa 

hamowania). Spr·buj wykonaĺ samodzielnie obliczenia korzystajŃc z r·wnania (2.4). 

Wykonaj obliczenia i zapisz wynik poniŨej. 

Wskaz·wka: Oblicz prňdkoŜĺ ŜredniŃ, i nastňpnie ze wzoru (2.4) drogň hamowania.  

 

Droga hamowania: 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

2.3 Przyspieszenie 

 

 
Definicja 

Przyspieszeniem nazywamy tempo zmian prňdkoŜci. 

2.3.1 Przyspieszenie jednostajne 

     JeŨeli ciağo przyspiesza lub hamuje i jego prňdkoŜĺ zmienia siň jednostajnie z czasem to 

przyspieszenie a tego ciağa jest stağe 
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0

t

-
=a

v v
 (2.5) 

 

Gdy prňdkoŜĺ roŜnie (a > 0) to ruch nazywamy jednostajnie przyspieszonym , a gdy 

prňdkoŜĺ maleje (a < 0) to ruch okreŜlamy jako jednostajnie op·Ŧniony . 

2.3.2 Przyspieszenie chwilowe 

     JeŨeli przyspieszenie nie jest stağe, zmienia siň z czasem, musimy wtedy ograniczyĺ siň 

do pomiaru zmian prňdkoŜci ȹv  w bardzo kr·tkim czasie ȹt (podobnie jak dla prňdkoŜci 

chwilowej) . W·wczas przyspieszenie chwilowe  definiujemy jako pierwszŃ pochodnŃ v  

wzglňdem t. 

 

 

Definicja 

d

dt
=a

v
 (2.6) 

2.3.3 Ruch jednostajnie zmienny  

     Z ruchem jednostajnie zmiennym spotykamy siň na co dzieŒ, np. gdy obserwujemy 

swobodny spadek ciağ w pobliŨu powierzchni Ziemi. JeŨeli moŨemy zaniedbaĺ op·r 

powietrza (w por·wnaniu z ciňŨarem ciağa) to kaŨde ciağo upuszczone swobodnie porusza 

siň ruchem jednostajnie przyspieszonym z przyspieszeniem r·wnym 9.81 m/s2. 

     WyraŨenie na prňdkoŜĺ ciağa poruszajŃcego siň ze stağym przyspieszeniem moŨemy 

otrzymaĺ wprost ze wzoru (2.5) 

 

0 at= +v v  (2.7) 

 

Natomiast do policzenia poğoŨenia korzystamy ze wzoru (2.5) na prňdkoŜĺ ŜredniŃ 

przeksztağconego do postaci 

0x x t= +v  (2.8) 

 

PoniewaŨ w ruchu jednostajnie przyspieszonym prňdkoŜĺ roŜnie jednostajnie od v0 do v  

wiňc prňdkoŜĺ Ŝrednia wynosi 

 

( )0

2

+
=

v v
v  (2.9) 

 

ĞŃczŃc powyŨsze trzy r·wnania otrzymujemy 

 
2

0 0
2

at
x x t= + +v  (2.10) 

 

     Jako podsumowanie, pokazane jest graficzne przedstawienie ruchu prostoliniowego 

jednostajnego i jednostajnie zmiennego w postaci wykres·w x(t), v (t) oraz a(t). 
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Rys. 2.3. Graficzna prezentacja ruchu prostoliniowego jednostajnego (wiersz g·rny) i jednostajnie 

zmiennego (wiersz dolny) 

 

 

MoŨesz przeŜledziĺ prňdkoŜĺ, poğoŨenie i drogň 

przebytŃ przez ciağo poruszajŃce siň ruchem ze 

stağym przyspieszeniem korzystajŃc z programu 

komputerowego ĂRuch jednostajnie 

zmiennyò dostňpnego na stronie WWW autora i na 

stronie Open AGH.  

 

     RozwaŨajŃc ruch po linii prostej moŨemy operowaĺ liczbami, a nie wektorami bo mamy 

do czynienia z wektorami r·wnolegğymi. Jednak trzeba sobie przy opisie zjawisk 

(rozwiŃzywaniu zadaŒ) uŜwiadamiaĺ, Ũe w r·wnaniach ruchu mamy do czynienia 

z wektorami. PrzeŜledzimy to wykonujŃc nastňpujŃce ĺwiczenie: 

 

 Ĺwiczenie 2.4 

Dwa identyczne ciağa rzucono pionowo do g·ry z prňdkoŜciŃ poczŃtkowŃ v0 w odstňpie 

czasu ȹt jedno po drugim. Na jakiej wysokoŜci spotkajŃ siň te ciağa?  

Wskaz·wka: Do opisu poğoŨenia ciağa (np. wysokoŜĺ na jakiej siň znajduje w danej chwili) 

posğuŨ siň r·wnaniem (2.10). ZauwaŨ, Ũe w rzucie pionowym ciağo przebywa na tej samej 

wysokoŜci dwa razy w dw·ch r·Ũnych chwilach (pierwszy raz przy wznoszeniu, drugi przy 

opadaniu) wiňc tr·jmian kwadratowy (2.10) ma dwa rozwiŃzania t1 i t2. Z treŜci zadania 

wynika, Ũe t1 - t2 = ȹt. Z tego warunku otrzymasz rozwiŃzanie. Zapisz je poniŨej. 

h = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

Pamiňtanie o tym, Ũe liczymy na wektorach jest bardzo istotne przy rozpatrywaniu ruchu 

w dw·ch lub trzech wymiarach na przykğad w ruchu na pğaszczyŦnie. 
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3 Ruch na pğaszczyŦnie 

     Ruch w dw·ch wymiarach bňdziemy opisywaĺ w ukğadzie wsp·ğrzňdnych x i y. Na 

przykğad y - wysokoŜĺ, x - odlegğoŜĺ w kierunku poziomym. PokaŨemy, Ũe taki ruch moŨna 

traktowaĺ jak dwa niezaleŨne ruchy jednowymiarowe. 

3.1 Przemieszczenie, prňdkoŜĺ i przyspieszenie  

     PoğoŨenie punktu w chwili t przedstawia wektor r(t); prňdkoŜĺ wektor v (t), 

przyspieszenie wektor a(t). Wektory r(t), v (t), a(t) sŃ wzajemnie zaleŨne od siebie i dadzŃ 

siň przedstawiĺ za pomocŃ wersor·w  i, j czyli wektor·w jednostkowej dğugoŜci 

zorientowanych odpowiednio wzdğuŨ osi x i y 

 

x y= +r i j  

d d d

d d d
x y

x y

t t t
= = + = +

r
i j i jv vv  

ddd

d d d
= = + = +

yx
x ya a

t t t
a i j i j

vvv
 

(3.1) 

 

PoğoŨenie punktu okreŜliĺ moŨna podajŃc wektor r lub, dla wybranego ukğadu odniesienia, 

poprzez podanie wsp·ğrzňdnych tego wektora np. x, y. OczywiŜcie wektor r i jego 

wsp·ğrzňdne zmieniajŃ siň z czasem (np. tak jak na rysunku poniŨej) wiňc trzeba podaĺ 

zaleŨnoŜci czasowe r(t), x(t), y(t). 

 

 

 
Rys. 3.1 Zmiany wektora poğoŨenia z czasem 

 

Warto w tym miejscu r·wnieŨ zapamiňtaĺ, Ũe wektor prňdkoŜci jest zawsze styczny do toru 

poruszajŃcego siň punktu. Punkty pğaszczyzny, przez kt·re przechodzi poruszajŃcy siň punkt 

materialny tworzŃ krzywŃ, kt·rŃ nazywamy torem ruchu . 

     Jako przykğad rozpatrzmy ruchu jednostajnie zmienny na pğaszczyŦnie. PoniewaŨ ruch 

odbywa siň ze stağym przyspieszeniem tzn. nie zmieniajŃ siň ani kierunek ani wartoŜĺ 

przyspieszenia to nie zmieniajŃ siň teŨ skğadowe przyspieszenia. Spr·bujmy najpierw 

napisaĺ r·wnania wektorowe dla tego ruchu. MajŃ one nastňpujŃcŃ postaĺ 
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const.=a  

0 t= +av v  

2

0 0
2

t
t= + +

a
r r v  

(3.2) 

 

PrzypuŜĺmy, Ũe chcemy znaleŦĺ poğoŨenie ciağa (wektor r) po czasie t. W tym celu, jak 

widaĺ z r·wnaŒ (3.2) trzeba wyznaczyĺ (znaleŦĺ wartoŜĺ, kierunek, zwrot) i dodaĺ do siebie 

geometrycznie trzy wektory: r0, v0t oraz 1/2at2. Zadanie moŨemy jednak znacznie uproŜciĺ 

korzystajŃc z tego, Ũe r·wnania wektorowe (3.2) sŃ r·wnowaŨne r·wnaniom w postaci 

skalarnej (zestawionym w tabeli 3.1 poniŨej) i zamiast dodawania geometrycznego 

wektor·w moŨemy po prostu dodawaĺ liczby. Znalezienie wektora r sprowadza siň teraz do 

znalezienia jego skğadowych. 

 

Tabela 3.1 Ruch jednostajnie zmienny na pğaszczyŦnie 

R·wnania skalarne opisujŃce 

ruch wzdğuŨ osi x 

R·wnania skalarne opisujŃce 

ruch wzdğuŨ osi y 

0

2

0 0

const.

2

x

x x x

x
x

a

a t

a t
x x t

=

= +

= + +

v v

v

 
0

2

0 0

const.

2

y

y y y

y

y

a

a t

a t
y y t

=

= +

= + +

v v

v

 

 

Przykğadem na kt·rym przeŜledzimy ruch krzywoliniowy ze stağym przyspieszeniem jest 

rzut ukoŜny. 

3.2 Rzut ukoŜny  

     Piğka kopniňta przez piğkarza lub rzucona przez koszykarza, oszczep lub dysk rzucony 

przez atletň czy wreszcie pocisk wystrzelony z dziağa poruszajŃ siň po torze 

krzywoliniowym. Naszym celem jest znalezienie prňdkoŜci i poğoŨenia rzuconego ciağa 

w dowolnej chwili, opisanie toru ruchu i wyznaczenie zasiňgu rzutu z.  

     JeŨeli pominiemy opory powietrza to ruch odbywa siň ze stağym przyspieszeniem 

grawitacyjnym g [0, -g]; moŨemy wiňc zastosowaĺ r·wnania z tabeli (3.1). PoniewaŨ 

przyspieszenie jest skierowane "w d·ğ" wygodnie jest wybraĺ ukğad wsp·ğrzňdnych tak, Ũe 

x bňdzie wsp·ğrzňdnŃ poziomŃ, a y pionowŃ. Ponadto, przyjmijmy, Ũe poczŃtek ukğadu 

wsp·ğrzňdnych pokrywa siň z punktem, z kt·rego wylatuje ciağo tzn. r0 = 0 oraz, Ũe prňdkoŜĺ 

w chwili poczŃtkowej t = 0 jest r·wna v0 i tworzy kŃt ɗ z dodatnim kierunkiem osi x (rysunek 

poniŨej). 

Skğadowe prňdkoŜci poczŃtkowej (zgodnie z rysunkiem) wynoszŃ odpowiednio 

 

0 0

0 0

cos

sin

x

y

q

q

=

=

v v

v v
 (3.3) 



Moduğ I ï Ruch na pğaszczyŦnie 

 28 

 
Rys. 3.2. Rzut ukoŜny i skğadowe prňdkoŜci poczŃtkowej 

 

StŃd dla skğadowej x (poziomej) prňdkoŜci otrzymujemy (por·wnaj z tabelŃ (3.1)) 

 

0x x xg t= +v v  (3.4) 

 

PoniewaŨ gx = 0 (przyspieszenie jest skierowane "w d·ğ") wiňc 

 

0 cosx q=v v  (3.5) 

 

Skğadowa pozioma prňdkoŜci jest stağa, ruch w kierunku x jest jednostajny. Natomiast dla 

skğadowej pionowej y otrzymujemy 

 

0y y yg t= +v v  (3.6) 

 

PoniewaŨ gy = -g (przyspieszenie jest skierowane "w d·ğ") wiňc 

 

0 siny gtq= -v v  (3.7) 

 

WartoŜĺ wektora prňdkoŜci w dowolnej chwili wynosi  

 
2 2

x y= +v v v  

2 2 2

0 02 singt g tq= - +v v v  

(3.8) 

 

Teraz obliczamy poğoŨenie ciağa w dowolnej chwili t. Ponownie korzystamy z r·wnaŒ 

z tabeli (3.1) i otrzymujemy odpowiednio 

 

( )0 cosx tq=v  

( )
2

0 sin
2

gt
y tq= -v  

(3.9) 
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WartoŜĺ wektora poğoŨenia w dowolnej chwili obliczamy z zaleŨnoŜci 

 
2 2r x y= +  (3.10) 

 

SprawdŦmy teraz po jakim torze porusza siň nasz obiekt tzn. znajdŦmy r·wnanie krzywej 

y(x). R·wnania (3.9) przedstawiajŃ zaleŨnoŜĺ x(t) oraz y(t). R·wnanie y(x) moŨemy wiňc 

obliczyĺ eliminujŃc czas t z tych r·wnaŒ. Z zaleŨnoŜci x(t) obliczamy t, a nastňpnie 

wstawiamy do r·wnania y(t), kt·re przyjmuje postaĺ 

 

2

2

0

( )
2 ( cos )

g
y tg x xq

q
= -

v
 (3.11) 

 

OtrzymaliŜmy r·wnanie paraboli (skierowanej ramionami w d·ğ) i taki ksztağt ma tor ruchu 

y(x) pokazany na rysunku poniŨej. 

 

 
Rys. 3.3. Parabola rzutu ukoŜnego 

 

 Ĺwiczenie 3.1 

KorzystajŃc z r·wnania (3.11) spr·buj znaleŦĺ zasiňg rzutu z oraz okreŜliĺ kŃt wyrzutu ɗ, 

przy kt·rym zasiňg jest maksymalny.  

Wskaz·wka: RozwiŃŨ r·wnanie (3.11) podstawiajŃc y = 0. Otrzymasz dwa miejsca, 

w kt·rych parabola lotu przecina oŜ x. Pierwsze, odpowiada punktowi z kt·rego wylatuje 

ciağo, drugie poszukiwanemu zasiňgowi rzutu. Wynik zapisz poniŨej. 

Zasiňg rzutu: 

 

Zasiňg maksymalny otrzymujemy dla kŃta q = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 
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MoŨesz przeŜledziĺ jak tor w rzucie ukoŜnym zaleŨy 

od prňdkoŜci poczŃtkowej i kŃta wyrzutu korzystajŃc 

z programu komputerowego ĂRzut ukoŜnyò 

dostňpnego na stronie WWW autora i na stronie Open 

AGH.  

 

     Gdy m·wimy o ruchu prostoliniowym to ewentualne przyspieszenie ciağa zwiŃzane jest 

ze zmianŃ wartoŜci prňdkoŜci ale nie ze zmianŃ jej kierunku czy zwrotu. Dlatego m·wimy 

wtedy o przyspieszeniu stycznym . 

W omawianym rzucie ukoŜnym zmienia siň zar·wno wartoŜci prňdkoŜci jak i jej kierunek 

i zwrot. Zanim jednak om·wimy ten przypadek zaczniemy od rozpatrzenia prostszej sytuacji 

gdy wartoŜĺ prňdkoŜci siň nie zmienia, a zmienia siň jej kierunek i zwrot. Zajmiemy siň 

ruchem jednostajnym po okrňgu. 

3.3 Ruch jednostajny po okrňgu  

     RozwaŨaĺ bňdziemy ciağo poruszajŃce siň ze stağŃ prňdkoŜciŃ po okrňgu o promieniu R 

pokazane na rysunku poniŨej. Punkt materialny poruszajŃcy siň jednostajnie po okrňgu 

znajduje siň w punkcie P w chwili t, a w punkcie P' w chwili t + ȹt. Wektory prňdkoŜci v , 

v '  majŃ jednakowe dğugoŜci ale r·ŨniŃ siň kierunkiem; pamiňtajmy, Ũe wektor prňdkoŜci jest 

zawsze styczny do toru. ChcŃc znaleŦĺ przyspieszenie musimy wyznaczyĺ r·Ũnicň prňdkoŜci 

v  i v ' . 

 

 
Rys. 3.4. Ruch jednostajny po okrňgu 
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     W tym celu przerysowujemy wektor v '  w punkcie P i wyznaczamy r·Ũnicň ȹv . 

ZauwaŨmy, Ũe kŃt pomiňdzy wektorami v  i v ' jest r·wny kŃtowi ɗ wiňc korzystajŃc 

z podobieŒstwa tr·jkŃt·w moŨemy zapisaĺ r·wnoŜĺ 

 

l

r

D
=

v

v
 (3.12) 

 

gdzie l jest dğugoŜciŃ odcinka PP', a dla mağych wartoŜci l dğugoŜciŃ ğuku PP'. PoniewaŨ 

l = vȹt wiňc 

 
2 t

r

D
D =

v
v  (3.13) 

 

ZnajŃc juŨ ȹv  moŨemy obliczyĺ przyspieszenie 

 
2

n ra a
r

D
= = =

D

v v

t
 (3.14) 

 

Jak widaĺ na rysunku 3.4, wektor ȹv  jest prostopadğy do toru to znaczy pokrywa siň 

z kierunkiem promienia i jest zwr·cony do Ŝrodka okrňgu. Oznacza to, Ũe i wektor 

przyspieszenia ma taki sam kierunek i zwrot (rysunek-animacja 3.5). W ruchu po okrňgu 

przyspieszenie to nazywamy przyspieszeniem doŜrodkowym  (jest zwr·cone do Ŝrodka 

okrňgu), a dla ruchu po dowolnej krzywej przyspieszeniem normalnym an  (jest 

prostopadğe do toru) lub radialnym ar  (jest skierowane wzdğuŨ promienia). 

Przyspieszenie normalne jest zwiŃzane ze zmianŃ kierunku prňdkoŜci, a przyspieszenie 

styczne ze zmianŃ jej wartoŜci. 

 

 
Rys. 3.5. PrňdkoŜĺ i przyspieszenie w ruch jednostajny po okrňgu 

 

Przyspieszenie doŜrodkowe czňsto wyraŨa siň poprzez okres T  czyli czas, w kt·rym 

punkt materialny wykonuje peğen obieg okrňgu. PoniewaŨ 
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2 Ŕ

T
=v  (3.15) 

wiňc 
2

2

4ˊ
r

R
a

T
=  (3.16) 

 

 Ĺwiczenie 3.2 

KorzystajŃc z powyŨszego wyraŨenia spr·buj obliczyĺ jakiego przyspieszenia, 

wynikajŃcego z obrotu Ziemi, doznaje ciağo bňdŃce na r·wniku? Zağ·Ũ, Ũe Ziemia jest kulŃ 

o promieniu RZ = 6370 km. Jak duŨe jest to przyspieszenie w por·wnaniu do przyspieszenia 

grawitacyjnego g = 9.81 m/s2 ? 

 

aR =  

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

     Na zakoŒczenie rozwaŨaŒ dotyczŃcych ruchu na pğaszczyŦnie jeszcze raz zajmiemy siň 

rzutem ukoŜnym jako przykğadem ruchu krzywoliniowego. 

3.4 Ruch krzywoliniowy  

     Na zakoŒczenie przeŜledŦmy przykğad, w kt·rym zmieniajŃ siň i wartoŜĺ i kierunek 

prňdkoŜci. Cağkowite przyspieszenie w ruchu krzywoliniowym jest sumŃ przyspieszenia 

stycznego as i prostopadğego do niego przyspieszenia normalnego an. 

     Ponownie rozpatrzymy rzut ukoŜny. W tym ruchu przyspieszenie grawitacyjne g jest 

odpowiedzialne zar·wno za zmianň wartoŜci prňdkoŜci i jej kierunku tak jak przedstawiono 

na rysunku poniŨej. 

 

 
Rys. 3.6. Przyspieszenie cağkowite g, styczne as i doŜrodkowe an w rzucie ukoŜnym 
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 Ĺwiczenie 3.3 

Spr·buj pokazaĺ, Ũe tak jest w kaŨdym punkcie toru i dodatkowo narysuj wektory 

przyspieszenia cağkowitego, stycznego i doŜrodkowego w innym dowolnym punkcie toru 

na rysunku 3.6. 

 

 

MoŨesz przeŜledziĺ jak w rzucie ukoŜnym zmienia 

siň przyspieszenie i jego skğadowe: an (skğadowa 

normalna do toru, odpowiedzialna za zmianň 

kierunku prňdkoŜci) oraz as (skğadowa styczna 

zwiŃzana ze zmianŃ wartoŜci prňdkoŜci).korzystajŃc 

z programu komputerowego ĂRzut ukoŜnyò 

dostňpnego na stronie WWW autora i na stronie 

Open AGH.  

 

Teraz obliczymy obie skğadowe przyspieszenia. Przyspieszenie styczne obliczamy na 

podstawie zaleŨnoŜci d dsa t= v  (obliczamy zmianň wartoŜci prňdkoŜci) i wyraŨenia na 

prňdkoŜĺ w rzucie ukoŜnym 
2 2 2

0 02 singt g tq= - +v v v  (r·wnanie (3.8)) 

 

0

2 2 2

0 0

sin

2 sin
S

gt
a g

gt g t

q

q

-
=

- +

v

v v
 (3.17) 

 

Natomiast przyspieszenie normalne moŨemy obliczyĺ korzystajŃc z zaleŨnoŜci 

2 2

r sa g a= -  (rysunek 3.6) 

MoŨna oczywiŜcie skorzystaĺ z r·wnania (3.14) 
2a R=v  ale trzeba umieĺ obliczyĺ 

promieŒ krzywizny R w kaŨdym punkcie toru. 

 

 

Wiňcej o przyspieszeniu stycznym i normalnym (w ruch przyspieszony po okrňgu) 

moŨesz przeczytaĺ w Dodatku 2, na koŒcu moduğu I. 
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4 Podstawy dynamiki 

4.1 Wstňp 

     Dotychczas zajmowaliŜmy siň wyğŃcznie opisem ruch (za pomocŃ wektor·w r, v , oraz a). 

Byğy to rozwaŨania geometryczne. Teraz om·wimy przyczyny ruchu, zajmiemy siň 

dynamikŃ. Nasze rozwaŨania ograniczymy do przypadku ciağ poruszajŃcych siň z mağymi 

(w por·wnaniu z prňdkoŜciŃ Ŝwiatğa c) prňdkoŜciami tzn. zajmujemy siň mechanikŃ 

klasycznŃ. 

     ŧeby m·c przewidzieĺ jaki bňdzie ruch ciağa wywoğany siğŃ na nie dziağajŃcŃ trzeba 

wiedzieĺ jakiego rodzaju jest to siğa i skŃd siň bierze. Dlatego rozpoczniemy nasze 

rozwaŨania od poznania podstawowych oddziağywaŒ oraz od zdefiniowania masy, pňdu 

i wprowadzenia pojňcia siğy F. Nastňpnie poszukamy praw rzŃdzŃcych oddziağywaniami, 

a w dalszych czňŜciach zajmiemy siň poszczeg·lnymi oddziağywaniami wystňpujŃcymi 

w przyrodzie. 

4.1.1 Oddziağywania podstawowe  

     Wedğug naszej dotychczasowej wiedzy istniejŃ tylko cztery podstawowe oddziağywania 

(siğy), z kt·rych wynikajŃ wszystkie siğy i oddziağywania zaobserwowane we 

WszechŜwiecie: 

¶ Oddziağywanie grawitacyjne - siğa grawitacyjna dziağa na wszystkie masy (jest siğŃ 

powszechnŃ) i pochodzi od mas; ma dğugi zasiňg i najmniejsze wzglňdne natňŨenie; 

¶ Oddziağywanie elektromagnetyczne - siğa elektromagnetyczna dziağa na ğadunki i prŃdy 

i jej Ŧr·dğem sŃ ğadunki i prŃdy; ma dğugi zasiňg. Siğy miňdzyatomowe majŃ charakter 

elektromagnetyczny poniewaŨ atomy zawierajŃ nağadowane elektrony i protony. 

WiňkszoŜĺ siğ z jakimi spotykamy siň na co dzieŒ np. tarcie, siğa sprňŨystoŜci jest 

wynikiem oddziağywania atom·w, sŃ to wiňc siğy elektromagnetyczne. Oddziağywanie 

elektromagnetyczne ma wielokrotnie wiňksze natňŨenie od grawitacyjnego; 

¶ Oddziağywanie jŃdrowe (silne) - siğa utrzymujŃca w cağoŜci jŃdra atomowe pomimo 

odpychania miňdzy protonami (ğadunki dodatnie), ma bardzo kr·tki zasiňg i najwiňksze 

wzglňdne natňŨenie; 

¶ Oddziağywanie sğabe - temu oddziağywaniu podlegajŃ wszystkie czŃstki elementarne, 

w szczeg·lnoŜci oddziağywanie to odpowiada za rozpady czŃstek elementarnych. 

 

W tabeli poniŨej zestawione sŃ cztery oddziağywania podstawowe. 

 

Tab. 4.1. Oddziağywania podstawowe 

Oddziağywanie ťr·dğo oddziağywania Wzglňdne 

natňŨenie 

Zasiňg 

Grawitacyjne 

Elektromagnetyczne 

JŃdrowe 

Sğabe 

Masa 

Ğadunek elektryczny 

min. protony, neutrony 

czŃstki elementarne 

okoğo 10-38 

okoğo 10-2 

1 

okoğo 10-15 

Dğugi 

Dğugi 

Kr·tki (okoğo 10-15 m) 

Kr·tki (okoğo 10-18 m) 
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4.1.2 Masa 

     Nasze rozwaŨania rozpoczynamy od przypisania ciağom masy m. Chcemy w ten spos·b 

opisaĺ fakt, Ũe r·Ũne ciağa wykonane z tego samego materiağu, w tym samym otoczeniu 

uzyskujŃ pod dziağaniem tej samej siğy r·Ũne przyspieszenia (np. pchamy z jednakowŃ siğŃ 

dwa roŨne pojazdy "lekki" i "ciňŨki" i uzyskujŃ one r·Ũne przyspieszenie a). 

     Zaproponowana poniŨej metoda postňpowania jest jednym z r·wnowaŨnych sposob·w 

definiowania masy. Opiera siň ona na por·wnaniu nieznanej masy m z wzorcem masy np. 

m0 = 1 kg. Pomiňdzy masami umieszczamy ŜciŜniňtŃ sprňŨynň i nastňpnie zwalniamy jŃ. 

Masy m i m0, kt·re poczŃtkowo spoczywağy polecŃ odrzucone w przeciwnych kierunkach 

odpowiednio z prňdkoŜciami v  i v0 (rysunek 4.1). 

 
Rys. 4.1. Wyznaczanie nieznanej masy m przez por·wnanie ze wzorcem m0 

 

NieznanŃ masň m definiujemy jako 

 

 

Definicja 

0
0m m=
v

v
 (4.1) 

 

4.1.3 Pňd 

 

 

Definicja 

Pňd ciağa definiujemy jako iloczyn jego masy i prňdkoŜci (wektorowej) 

 

m=p v  (4.2) 

 

4.1.4 Siğa 

 

 

Definicja 

JeŨeli na ciağo o masie m dziağa siğa F, to definiujemy jŃ jako zmianň w czasie pňdu 

tego ciağa. 

 

d

dt
=

p
F  (4.3) 

 

PodstawiajŃc wyraŨenie (4.2) i wykonujŃc r·Ũniczkowanie otrzymujemy 
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d( ) d d

d d d

m m
m

t t t
= = +F

v v
v  (4.4) 

 

a dla ciağa o stağej masie m = const.  

 

d

d
m m

t
= =F a

v
 (4.5) 

 

WprowadziliŜmy w ten spos·b pojňcie siğy F. Teraz podamy metodň obliczania siğ 

dziağajŃcych na ciağa; poznamy prawa rzŃdzŃce oddziağywaniami. 

 

Na zakoŒczenie tej czňŜci zapoznajmy siň z jednostkami siğy i masy. 

 

 

Jednostki 

JednostkŃ masy w ukğadzie SI jest kilogram (kg), natomiast jednostkŃ siğy jest niuton 

(N); 1N = 1kgĿm/s2 

 

4.2 Zasady dynamiki Newtona  

     Podstawowa teoria, kt·ra pozwala przewidywaĺ ruch ciağ, skğada siň z trzech r·wnaŒ, 

kt·re nazywajŃ siň zasadami dynamiki Newtona. 

 

Sformuğowanie pierwszej zasady dynamiki Newtona: 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Ciağo, na kt·re nie dziağa Ũadna siğa (lub gdy siğa wypadkowa jest r·wna zeru) 

pozostaje w spoczynku lub porusza siň ze stağŃ prňdkoŜciŃ po linii prostej. 

 

     Siğa wypadkowa Fwyp jest sumŃ wektorowŃ wszystkich siğ dziağajŃcych na ciağo. JeŨeli 

Fwyp = 0 to r·wnieŨ przyspieszenie ciağa a = 0, a to oznacza, Ũe nie zmienia siň ani wartoŜĺ 

ani kierunek prňdkoŜci tzn. ciağo jest w stanie spoczynku lub porusza siň ze stağŃ co do 

wartoŜci prňdkoŜciŃ po linii prostej. 

Zgodnie z pierwszŃ zasadŃ dynamiki nie ma rozr·Ũnienia miňdzy ciağami spoczywajŃcymi 

i poruszajŃcymi siň ze stağŃ prňdkoŜciŃ. Nie ma teŨ r·Ũnicy pomiňdzy sytuacjŃ gdy nie dziağa 

Ũadna siğa i przypadkiem gdy wypadkowa wszystkich siğ jest r·wna zeru. 

 

Sformuğowanie drugiej zasady dynamiki Newtona:  

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Tempo zmian pňdu ciağa jest r·wne sile wypadkowej dziağajŃcej na to ciağo. Dla 

ciağa o stağej masie sprowadza siň to do iloczynu masy i przyspieszenia ciağa. 

 

d

d
wyp

t
=

p
F    lub   , const.wyp m m= =F a  (4.6) 

 



Moduğ I ï Podstawy dynamiki 

 37 

Sformuğowanie trzeciej zasady dynamiki Newtona: 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Gdy dwa ciağa oddziağujŃ wzajemnie, to siğa wywierana przez ciağo drugie na ciağo 

pierwsze jest r·wna i przeciwnie skierowana do siğy, jakŃ ciağo pierwsze dziağa na 

drugie. 

 

1 2 2 1­ ­=-F F  (4.7) 

 

     Pierwsza zasada dynamiki wydaje siň byĺ szczeg·lnym przypadkiem drugiej bo gdy 

a = 0 to i Fwyp = 0. Przypisujemy jej jednak wielkŃ wagň dlatego, Ũe zawiera waŨne pojňcie 

fizyczne: definicjň inercjalnego ukğadu odniesienia . 

 

 

Definicja 

Pierwsza zasada dynamiki stwierdza, Ũe jeŨeli na ciağo nie dziağa Ũadna siğa (lub gdy 

siğa wypadkowa jest r·wna zeru) to istnieje taki ukğad odniesienia, w kt·rym to ciağo 

spoczywa lub porusza siň ruchem jednostajnym prostoliniowym. Taki ukğad 

nazywamy ukğadem inercjalnym. 

 

     Ukğady inercjalne sŃ tak istotne bo we wszystkich takich ukğadach ruchami ciağ rzŃdzŃ 

dokğadnie te sama prawa. WiňkszoŜĺ omawianych zagadnieŒ bňdziemy rozwiŃzywaĺ 

wğaŜnie w inercjalnych ukğadach odniesienia. Zazwyczaj przyjmuje siň, Ũe sŃ to ukğady, 

kt·re spoczywajŃ wzglňdem gwiazd stağych ale ukğad odniesienia zwiŃzany z ZiemiŃ 

w wiňkszoŜci zagadnieŒ jest dobrym przybliŨeniem ukğadu inercjalnego. 

     PoniewaŨ przyspieszenie ciağa zaleŨy od przyspieszenia ukğadu odniesienia (od 

przyspieszenia obserwatora), w kt·rym jest mierzone wiňc druga zasada dynamiki jest 

sğuszna tylko, gdy obserwator znajduje siň w ukğadzie inercjalnym. Inaczej m·wiŃc, prawa 

strona r·wnania F = ma zmieniağaby siň w zaleŨnoŜci od przyspieszenia obserwatora. 

Wiňcej o ukğadach inercjalnych i nieinercjalnych dowiesz siň w dalszej czňŜci podrňcznika 

(punkt 5.2). 

     Zwr·ĺmy jeszcze raz uwagň na fakt, Ũe w r·wnaniu (4.6) wystňpuje siğa wypadkowa. 

Oznacza to, Ũe trzeba braĺ sumň wektorowŃ wszystkich siğ dziağajŃcych na ciağo. 

DoŜwiadczenia potwierdzajŃ zasadň addytywnoŜci siğ. Zasada ta dotyczy r·wnieŨ masy: 

masa ukğadu jest sumŃ mas poszczeg·lnych ciağ tego ukğadu. 

     Siğy oddziağywania pomiňdzy punktami materialnymi naleŨŃcymi do danego ukğadu 

nazywamy siğami wewnňtrznymi . Na przykğad w ciağach stağych sŃ to siğy oddziağywania 

sprňŨystego pomiňdzy atomami, czŃsteczkami. Zgodnie z trzeciŃ zasadŃ dynamiki Newtona, 

jeŨeli punkt i ukğadu dziağa na punkt j to r·wnoczeŜnie punkt j dziağa na punkt i siğŃ r·wnŃ 

co do wartoŜci ale przeciwnie skierowanŃ 
i j j i­ ­=-F F  (r·wnanie 4.7). 

     Na punkty materialne ukğadu mogŃ ponadto dziağaĺ siğy zewnňtrzne  to jest siğy 

pochodzŃce spoza ukğadu. Druga zasada dynamiki Newtona dla ukğadu n punkt·w 

materialnych przyjmuje wiňc postaĺ  

 

1 1

n n

i i i

i i

m
= =

=ä äa F  (4.8) 
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gdzie mi oznacza masň i-tego punktu, ai - jego przyspieszenie, Fi - wypadkowŃ siğň dziağajŃca 

na ten punkt. W r·wnaniu tym wystňpuje suma wszystkich siğ to znaczy zar·wno 

wewnňtrznych jak i zewnňtrznych. Jednak na podstawie pierwszego r·wnania widzimy, Ũe 

siğy wewnňtrzne znoszŃ siň parami, wiňc ostatecznie wypadkowa wszystkich siğ jest r·wna 

wypadkowej siğ zewnňtrznych.  

 

     PrzeŜledŦmy teraz zastosowanie zasad dynamiki na nastňpujŃcym przykğadzie. 

 

 Przykğad 

     RozwaŨmy ukğad trzech ciağ o masach 3m, 2m i m poğŃczonych niewaŨkimi nitkami tak 

jak na rysunku poniŨej. Ukğad jest ciŃgniňty zewnňtrznŃ siğŃ F po gğadkim podğoŨu. Szukamy 

przyspieszenia ukğadu i naprňŨeŒ nici ğŃczŃcych ciağa. 

 
Rys. 4.2. Ukğad trzech mas poğŃczonych nitkami, ciŃgniňty siğŃ F 

 

Reakcja podğoŨa R r·wnowaŨy nacisk poszczeg·lnych ciağ tak, Ũe siğy dziağajŃce w kierunku 

y (w pionie) r·wnowaŨŃ siň. Natomiast w kierunku x ukğad jest ciŃgniňty zewnňtrznŃ siğŃ F, 

a oddziağywania sŃ przenoszone przez nitki. Ciağo o masie 3m dziağa na ciağo o masie 2m 

siğŃ N1, a siğa -N1 jest siğŃ reakcji na to dziağanie. Podobnie jest z siğami N2 i -N2. 

Przyspieszenie ukğadu i siğy naciŃgu nitek N1 i N2 obliczamy stosujŃc drugŃ zasadň dynamiki 

Newtona do kaŨdego ciağa indywidualnie 

 

1

1 2

2

3

2

ma F N

ma N N

ma N

= -

= -

=

 (4.9) 

 

SumujŃc r·wnania stronami i przeksztağcajŃc otrzymujemy 

 

2 3 6

F F
a

m m m m
= =
+ +

 (4.10) 
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Zwr·ĺmy uwagň na addytywnoŜĺ mas. Taki sam wynik otrzymalibyŜmy traktujŃc ciağa jak 

jednŃ masň. DoŜwiadczenia potwierdzajŃ zasadň addytywnoŜci masy: masa ukğadu jest sumŃ 

mas poszczeg·lnych ciağ ukğadu. 

 

PodstawiajŃc wynik (4.10) do r·wnaŒ (4.9) obliczamy naciŃgi nitek 

 

1 2,
2 6

F F
N N= =  (4.11) 

 

Spr·buj teraz samodzielnie rozwiŃzaĺ podobny problem. 

 

 Ĺwiczenie 4.1 

Dwa klocki o jednakowych masach m1 = m2 = 1 kg sŃ poğŃczone niewaŨkŃ nitkŃ 

przerzuconŃ przez niewaŨki bloczek tak jak na rysunku poniŨej. Oblicz przyspieszenie 

ukğadu oraz naprňŨenie linki. Przyjmij, Ũe klocek m2 porusza siň po stole bez tarcia. Wynik 

zapisz poniŨej. 

 
Wskaz·wka: Zastosuj drugŃ zasadň dynamiki Newtona do kaŨdego ciağa osobno i rozwiŃŨ 

otrzymany ukğad r·wnaŒ 

 

a =    N = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

Zwr·ĺmy jeszcze raz uwagň na fakt, Ũe w r·wnaniu (4.6) wystňpuje siğa wypadkowa. 

Oznacza to, Ũe trzeba braĺ sumň wektorowŃ wszystkich siğ dziağajŃcych na ciağo. MoŨesz siň 

o tym przekonaĺ rozwiŃzujŃc podane poniŨej zadanie. 

 

 Ĺwiczenie 4.2 

Oblicz przyspieszenie z jakim porusza siň klocek o masie m zsuwajŃcy siň bez tarcia po 

r·wni pochyğej o kŃcie nachylenia ɗ (tak jak na rysunku). RozwiŃzanie zapisz poniŨej. 

Wskaz·wka: Oblicz siğň wypadkowŃ i jej skğadowe: r·wnolegğŃ i prostopadğŃ do r·wni. 

Zastosuj drugŃ zasadň dynamiki Newtona dla kaŨdej skğadowej 
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. 

 

a = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu 

 

 

Bardziej zaawansowany przykğad zastosowania zasad dynamiki (ruch w polu 

grawitacyjnym z uwzglňdnieniem oporu powietrza) moŨesz poznaĺ w Dodatku 3, na 

koŒcu moduğu I. 
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5 Wybrane zagadnienia z dynamiki 

5.1 Siğy kontaktowe i tarcie 

     Gdy dwa ciağa sŃ dociskane do siebie to wystňpujŃ miňdzy nimi siğy kontaktowe. ťr·dğem 

tych siğ jest odpychanie pomiňdzy atomami. Przy dostatecznie mağej odlegğoŜci wystňpuje 

przekrywanie chmur elektronowych i ich odpychanie rosnŃce wraz z malejŃcŃ odlegğoŜciŃ. 

Jest to siğa elektromagnetyczna. ŧeby przeŜledziĺ ten problem rozwaŨmy nastňpujŃcy 

przykğad. 

 

 Przykğad 

Dwa klocki o masach m1 i m2 umieszczono na gğadkiej powierzchni. Do klocka m1 

przyğoŨono siğň F (tak jak na rysunku poniŨej). 

 
Rys. 5.1. Dwie masy pchane siğŃ F 

 

Wprawdzie siğa F jest przyğoŨona do klocka o masie m1 ale nadaje przyspieszenie a obu 

klockom wiňc 

 

1 2( )m m= +F a  (5.1) 

 

Siğa kontaktowa Fk  z jakŃ klocek o masie m1 dziağa na klocek o masie m2 nadaje 

przyspieszenie klockowi m2. PoniewaŨ klocek m2 porusza siň z przyspieszeniem a, wiňc siğa 

kontaktowa wynosi 

 

2k m=F a  (5.2) 

 

OczywiŜcie, zgodnie z trzeciŃ zasadŃ dynamiki Newtona klocek o masie m2 dziağa na klocek 

o masie m1 siğŃ reakcji -Fk. 

5.1.1 Tarcie 

     Siğy kontaktowe, o kt·rych m·wiliŜmy sŃ normalne (prostopadğe) do powierzchni. 

Istnieje jednak skğadowa siğy kontaktowej leŨŃca w pğaszczyŦnie powierzchni. JeŨeli ciağo 

pchniemy wzdğuŨ stoğu to po pewnym czasie ciağo to zatrzyma siň. Z drugiej zasady 
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dynamiki wiemy, Ũe jeŨeli ciağo porusza siň z przyspieszeniem (op·Ŧnieniem) to musi na nie 

dziağaĺ siğa. Tň siğň, kt·ra przeciwstawia siň ruchowi nazywamy siğŃ tarcia . 

Siğa tarcia zawsze dziağa stycznie do powierzchni zetkniňcia ciağ i moŨe istnieĺ nawet 

w·wczas, gdy powierzchnie sŃ nieruchome wzglňdem siebie. ŧeby siň o tym przekonaĺ 

wystarczy wykonaĺ proste ĺwiczenie. Poğ·Ũmy na stole jakiŜ obiekt np. ksiŃŨkň i spr·bujmy 

wprawiĺ jŃ w ruch stopniowo zwiňkszajŃc przykğadanŃ siğň. PoczŃtkowo gdy siğa jest "mağa" 

obiekt nie porusza siň. Oznacza to, Ũe naszej sile F przeciwstawia siň siğa tarcia T r·wna co 

do wartoŜci lecz przeciwnie do niej skierowana. Zwiňkszamy dalej siğň F, aŨ ksiŃŨka zacznie 

siň poruszaĺ. ZauwaŨmy, Ũe im gğadsza powierzchnia tym szybciej to nastŃpi. Siğň tarcia 

dziağajŃcŃ miňdzy nieruchomymi powierzchniami nazywamy tarciem statycznym . 

Maksymalna siğa tarcia statycznego Ts jest r·wna tej krytycznej sile, kt·rŃ musieliŜmy 

przyğoŨyĺ, Ũeby ruszyĺ ciağo z miejsca. Dla suchych powierzchni Ts speğnia dwa prawa 

empiryczne. 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Ts jest w przybliŨeniu niezaleŨna od wielkoŜci pola powierzchni styku ciağ; 

Ts jest proporcjonalna do siğy z jakŃ jedna powierzchnia naciska na drugŃ. 

 

Stosunek maksymalnej siğy Ts do siğy nacisku FN nazywamy wsp·ğczynnikiem tarcia 

statycznego Õs 

 

s
s

N

T

F
m=  (5.3) 

 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe we wzorze (5.3) wystňpujŃ tylko wartoŜci bezwzglňdne siğ (a nie 

wektorowe) bo te siğy sŃ do siebie prostopadğe. 

 

 Ĺwiczenie 5.1 

Ciağo o masie m spoczywa na r·wni pochyğej, kt·rej kŃt nachylenia ɗ stopniowo 

zwiňkszamy. Oblicz przy jakim granicznym kŃcie nachylenia ciağo zacznie siň zsuwaĺ 

jeŨeli wsp·ğczynnik tarcia statycznego klocka o r·wniň wynosi Õs? Wynik zapisz poniŨej.  

Wskaz·wka: Skorzystaj z warunk·w, Ũe siğa reakcji R r·wnowaŨy skğadowŃ ciňŨaru 

prostopadğŃ do powierzchni r·wni (nacisk), a siğa tarcia T r·wnowaŨy skğadowŃ ciňŨaru 

r·wnolegğŃ do r·wni. 

 

ɗgr = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

     Wiemy juŨ, Ũe gdy dziağajŃca siğa F jest wiňksza od Ts to ciağo zostanie wprawione 

w ruch, ale nadal bňdzie istniağa siğa tarcia, tarcia kinetycznego Tk  przeciwstawiajŃca siň 

ruchowi. Siğa Tk speğnia dodatkowo, opr·cz dw·ch wymienionych powyŨej, trzecie 

empiryczne prawo 
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Prawo, zasada, twierdzenie 

Tk nie zaleŨy od prňdkoŜci wzglňdnej poruszania siň powierzchni. 

 

Istnieje, analogiczny do Õs, odpowiedni wsp·ğczynnik tarcia kinetycznego Õk 

 

k
k

N

T

F
m=  (5.4) 

 

Dla wiňkszoŜci materiağ·w Õk jest nieco mniejszy od Õs. 

 

     Tarcie jest bardzo zğoŨonym zjawiskiem i wyjaŜnienie go wymaga znajomoŜci 

oddziağywaŒ atom·w na powierzchni. Dlatego ograniczmy siň do zauwaŨenia, Ũe tarcie 

odgrywa bardzo istotnŃ rolň w Ũyciu codziennym. Na przykğad w samochodzie na pokonanie 

siğy tarcia zuŨywa siň okoğo 20% mocy silnika. Tarcie powoduje zuŨywanie siň trŃcych 

powierzchni i dlatego staramy siň je zmniejszaĺ. Z drugiej strony wiemy, Ũe bez tarcia nie 

moglibyŜmy chodziĺ, jeŦdziĺ samochodami, czy teŨ pisaĺ oğ·wkiem. 

 

 Ĺwiczenie 5.2 

Na zakoŒczenie spr·buj samodzielnie rozwiŃzaĺ nastňpujŃcy przykğad. RozwaŨ ukğad 

trzech ciağ o masach 3m, 2m i m poğŃczonych niewaŨkimi nitkami (taki sam jak 

w przykğadzie pokazujŃcym zastosowanie zasad dynamiki Newtona w punkcie 4.2). Ukğad 

jest ciŃgniňty zewnňtrznŃ siğŃ F. Mňdzy ciağami a powierzchniŃ dziağa siğa tarcia. Dany jest 

wsp·ğczynnik tarcia kinetycznego Õk. ZnajdŦ przyspieszenie ukğadu i naprňŨenia nici. 

Pamiňtaj o zrobieniu odpowiedniego rysunku i zaznaczeniu wszystkich dziağajŃcych siğ. 

Wskaz·wka: Przyspieszenie ukğadu i siğy naciŃgu nitek oblicz stosujŃc drugŃ zasadň 

dynamiki Newtona do kaŨdego ciağa indywidualnie. 

 

a =    N1 =    N2 = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

     W przykğadach pokazujŃcych zastosowanie zasad dynamiki Newtona opisywaliŜmy ruch 

ciağ z punktu widzenia inercjalnych ukğad·w odniesienia to znaczy takich, w kt·rych ciağo 

nie poddane dziağaniu siğ pozostaje w spoczynku lub porusza siň ruchem jednostajnym 

prostoliniowym. Teraz zajmiemy siň ukğadami nieinercjalnymi i wystňpujŃcymi w nich 

siğami bezwğadnoŜci. 

 

5.2 Siğy bezwğadnoŜci 

     OmawiajŃc zasady dynamiki Newtona wprowadziliŜmy waŨne pojňcie fizyczne: 

zdefiniowaliŜmy inercjalny ukğad odniesienia. StwierdziliŜmy wtedy, Ũe ukğady inercjalne 

sŃ tak istotne bo we wszystkich takich ukğadach ruchami ciağ rzŃdzŃ dokğadnie te same 

prawa, i dlatego wiňkszoŜĺ zagadnieŒ staramy siň rozwiŃzywaĺ wğaŜnie w inercjalnych 

ukğadach odniesienia. Nasuwa siň jednak pytanie, jak stosowaĺ zasady dynamiki Newtona 
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w ukğadzie odniesienia, kt·ry doznaje przyspieszenia. Na przykğad co moŨemy powiedzieĺ 

o siğach jakich dziağania "doznajemy" gdy znajdujemy siň w samochodzie, kt·ry 

przyspiesza, hamuje lub zakrňca? 

W tym celu rozpatrzymy ruch ciağa o masie m poruszajŃcego siň wzdğuŨ osi x ruchem 

przyspieszonym, pod wpğywem dziağania siğy F = ma. 

Ruch ten jest obserwowany z dw·ch r·Ũnych ukğad·w odniesienia (dwaj obserwatorzy), 

z kt·rych jeden xy jest ukğadem inercjalnym, a drugi x'y' porusza siň wzglňdem pierwszego 

wzdğuŨ osi x (rysunek poniŨej). 

 
Rys. 5.2. PoğoŨenie ciağa m w dw·ch ukğadach odniesienia 

 

OdlegğoŜĺ miedzy dwoma obserwatorami (ukğadami) wynosi w danej chwili x0(t) wiňc 

zwiŃzek miňdzy poğoŨeniem ciağa rejestrowanym przez obu obserwator·w ma postaĺ 

 

0'( ) ( ) ( )x t x t x t= -  (5.5) 

 

Natomiast przyspieszenie w obu ukğadach znajdujemy korzystajŃc z r·wnaŒ (3.1) 

 
2

2

d d

d d

x
a

t t
= =

v
 (5.6) 

 

to znaczy, r·ŨniczkujŃc dwukrotnie r·wnanie (5.5) 

 

0'a a a= -  (5.7) 

 

Widaĺ, Ũe przyspieszenia w obu ukğadach sŃ r·wne tylko wtedy gdy a0 = 0 wiňc gdy ukğad 

x'y' porusza siň wzglňdem ukğadu xy ruchem jednostajnym lub wzglňdem niego spoczywa to 

znaczy gdy ukğad x'y' teŨ jest ukğadem inercjalnym tak jak xy. Natomiast gdy a0 Í 0 to ukğad 

x'y' nazywamy ukğadem nieinercjalnym , a jego przyspieszenie a0 przyspieszeniem 

unoszenia . 

Widzimy, Ũe przyspieszenie ciağa zaleŨy od przyspieszenia ukğadu odniesienia (od 

przyspieszenia obserwatora), w kt·rym jest mierzone wiňc druga zasada dynamiki jest 
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sğuszna tylko, gdy obserwator znajduje siň w ukğadzie inercjalnym. Inaczej m·wiŃc, prawa 

strona r·wnania F = ma zmienia siň w zaleŨnoŜci od przyspieszenia obserwatora. JeŨeli 

pomn·Ũmy r·wnanie (5.7) obustronnie przez m to otrzymamy 

 

0'ma ma ma= -  

lub 

0'ma F ma= -  

(5.8) 

 

Widzimy, Ũe w ukğadzie x'y' (przyspieszajŃcym) nie obowiŃzujŃ zasady dynamiki Newtona 

bo: 

¶ Gdy na ciağo nie dziağa siğa (F = 0) to ciağo nie spoczywa ani nie porusza siň ruchem 

jednostajnym prostoliniowym tylko ruchem przyspieszonym z przyspieszeniem -a0; 

¶ Iloczyn masy i przyspieszenia nie r·wna siň sile dziağajŃcej F ale jest mniejszy od niej 

o iloczyn ma0. 

 

 

Definicja 

Iloczyn masy i przyspieszenia unoszenia (ze znakiem minus) nazywamy siğŃ 

bezwğadnoŜci Fb. 

 

Ze wzoru (5.8) wynika, Ũe jeŨeli w ukğadach nieinercjalnych chcemy stosowaĺ drugŃ zasadň 

dynamiki Newtona to musimy uwzglňdniaĺ siğy bezwğadnoŜci. 

     Jak juŨ m·wiliŜmy istniejŃ tylko cztery podstawowe oddziağywania, z kt·rych wynikajŃ 

wszystkie siğy zaobserwowane we WszechŜwiecie. Wszystkie te siğy nazywamy siğami 

rzeczywistymi, poniewaŨ moŨemy je zawsze zwiŃzaĺ z dziağaniem pochodzŃcym od 

konkretnym ciağ materialnych. Inaczej jest z siğami bezwğadnoŜci, kt·re nie pochodzŃ od 

innych ciağ, a ich obserwowanie jest zwiŃzane wyğŃcznie z wyborem nieinercjalnego ukğadu 

odniesienia. Dlatego siğy bezwğadnoŜci nazywamy siğami pozornymi . 

 

 Przykğad 

Dwaj obserwatorzy opisujŃ ruch kulki w sytuacji pokazanej na rysunku 5.3. 

 
Rys. 5.3. Ruch kulki obserwowany z r·Ũnych ukğad·w odniesienia 

Jeden z obserwator·w znajduje siň w samochodzie, a drugi stoi na Ziemi. Samoch·d 

poczŃtkowo porusza siň ze stağŃ prňdkoŜciŃ v  po linii prostej (rys. 1), nastňpnie hamuje ze 
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stağym op·Ŧnieniem a (rys. 2). Miňdzy kulkŃ, a podğogŃ samochodu nie ma tarcia. Gdy 

samoch·d jedzie ze stağŃ prňdkoŜciŃ to obydwaj obserwatorzy stwierdzajŃ zgodnie, na 

podstawie pierwszej zasady dynamiki, Ũe na kulkň nie dziağa Ũadna siğa: obserwator 

w samochodzie zauwaŨa, Ũe vkulki = 0 Ý F = 0, a obserwator stojŃcy obok stwierdza, Ũe 

vkulki = v  = const. Ý F = 0. Zwr·ĺmy uwagň, Ũe obaj obserwatorzy znajdujŃ siň 

w inercjalnych ukğadach odniesienia. 

     Sytuacja zmienia siň gdy samoch·d zaczyna hamowaĺ (rys. 2). Obserwator zwiŃzany 

z ZiemiŃ dalej twierdzi, Ũe kulka porusza siň ze stağŃ prňdkoŜciŃ, a tylko podğoga samochodu 

przesuwa siň pod niŃ, bo samoch·d hamuje. Natomiast obserwator w samochodzie 

stwierdza, Ũe kulka zaczyna siň poruszaĺ siň z przyspieszeniem ïa w stronň przedniej Ŝciany 

w·zka. Dochodzi do wniosku, Ũe na kulkň o masie mkulki zaczňğa dziağaĺ siğa 

 

kulkim=-F a  (5.9) 

 

ale nie moŨe wskazaĺ Ũadnego ciağa, bňdŃcego Ŧr·dğem tej siğy. M·wiliŜmy juŨ, Ũe druga 

zasada dynamiki jest sğuszna tylko w inercjalnym ukğadzie odniesienia. ZauwaŨmy, Ũe 

obserwator w w·zku znajduje siň teraz w ukğadzie nieinercjalnym i siğa jakiej dziağanie 

zauwaŨa jest pozornŃ siğŃ bezwğadnoŜci . 

 

     Dziağanie siğ bezwğadnoŜci odczuwamy nie tylko podczas przyspieszania i hamowania 

(przyspieszenie styczne), ale r·wnieŨ gdy zmienia siň kierunek prňdkoŜci. Zgodnie 

z definicjŃ siğy bezwğadnoŜci 

 

0b m=-F a  (5.10) 

 

a dla ruchu krzywoliniowego przyspieszenie ukğadu jest przyspieszeniem normalnym 

(doŜrodkowym w ruchu po okrňgu) 

 
2

0 na a
R

= =
v

 (5.11) 

wiňc wartoŜĺ siğy bezwğadnoŜci wynosi 

 
2

.odŜrF m
R

=
v

 (5.12) 

 

Tň siğň bezwğadnoŜci nazywamy siğŃ odŜrodkowŃ . Z takŃ siğŃ mamy do czynienia na 

przykğad podczas jazdy samochodem na zakrňcie. R·wnieŨ Ziemia nie jest idealnym 

ukğadem inercjalnym poniewaŨ wiruje. Jednak w wiňkszoŜci rozpatrywanych przez nas 

zjawisk moŨna zaniedbaĺ wpğyw ruchu Ziemi na ich przebieg. 

 

 

Wpğyw ruchu obrotowego ukğadu na ruch wzglňdny ciağa (siğa bezwğadnoŜci 

Coriolisa) zostağa om·wiona w Dodatku 4, na koŒcu moduğu I. 
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6 Grawitacja  

     Przedstawimy, teraz jedno z czterech podstawowych oddziağywaŒ - oddziağywanie 

grawitacyjne. 

6.1 Prawo powszechnego ciŃŨenia 

     RozwaŨania dotyczŃce grawitacji rozpoczniemy od prostego przykğadu. 

 

 Przykğad 

Obliczmy stosunek przyspieszenia doŜrodkowego KsiňŨyca w kierunku Ziemi do 

przyspieszenia grawitacyjnego przy powierzchni Ziemi. Przyspieszenie doŜrodkowe 

w ruchu jednostajnym po okrňgu moŨemy obliczyĺ na podstawie r·wnania (3.16) 

 
2

2

4ˊ K
K

R
a

T
=  

 

gdzie RK = 3.86Ŀ105 km jest odlegğoŜciŃ od Ziemi do KsiňŨyca. Okres obiegu KsiňŨyca 

wok·ğ Ziemi wynosi T = 27.3 dnia. Otrzymujemy wiňc aK = 2.73Ŀ10-3 m/s2. Natomiast 

w pobliŨu powierzchni Ziemi przyspieszenie wynosi 9.8 m/s2. Stosunek tych przyspieszeŒ 
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PoniewaŨ promieŒ Ziemi wynosi RZ = 6300 km to zauwaŨmy, Ũe w granicach bğňdu 

 
2

2

K Z

K

a R

g R
=  (6.1) 

 

Newton wykonağ takie obliczenia i wyciŃgnŃğ wniosek, Ũe siğa przyciŃgania miňdzy dwoma 

masami (miňdzy ich Ŝrodkami) maleje odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu odlegğoŜci 

miňdzy nimi. Ponadto zauwaŨyğ, Ũe skoro istnieje siğa przyciŃgania pomiňdzy dowolnym 

ciağem i ZiemiŃ, to musi istnieĺ siğa przyciŃgania miňdzy kaŨdymi dwoma masami m1 i m2. 

Na tej podstawie i w oparciu o liczne obserwacje astronomiczne dokonane przez jego 

poprzednik·w min. Kopernika, Galileusza, Keplera, Newton sformuğowağ w 1687 r. prawo 

powszechnego ciŃŨenia. 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

KaŨde dwa ciağa o masach m1 i m2 przyciŃgajŃ siň wzajemnie siğŃ grawitacji wprost 

proporcjonalnŃ do iloczynu mas, a odwrotnie proporcjonalnŃ do kwadratu 

odlegğoŜci miňdzy nimi. 
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m m
F G
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To jest prawo powszechne, poniewaŨ stosuje siň do wszystkich siğ grawitacyjnych; np. 

wyjaŜnia spadanie ciağ na Ziemiň, ale teŨ tğumaczy ruch planet. 

     WartoŜĺ wsp·ğczynnika proporcjonalnoŜci G, nazywanego stağŃ grawitacji, Newton 

oszacowağ stosujŃc r·wnanie (6.2) do siğy dziağajŃcej miňdzy ZiemiŃ, a ciağem o masie m. 

Zgodnie z drugŃ zasadŃ dynamiki 

 

2

Z

Z

M m
G mg

R
=  

skŃd 
2

Z

Z

gR
G

M
=  (6.3) 

 

gdzie RZ jest promieniem Ziemi. Masň Ziemi MZ Newton obliczyğ zakğadajŃc ŜredniŃ gňstoŜĺ 

Ziemi r·wnŃ ɟZ = 5Ŀ103 kg/m3 (dla por·wnania gňstoŜĺ Ũelaza, gğ·wnego skğadnika masy 

Ziemi, wynosi ɟFe = 7.9Ŀ103Ŀkg/m3, a gňstoŜĺ krzemu, podstawowego skğadnika skorupy 

ziemskiej, wynosi ɟSi = 2.8Ŀ103 kg/m3). UwzglňdniajŃc RZ = 6.37Ŀ10
6 m Newton otrzymağ 

wartoŜĺ G = 7.35Ŀ10-11 Nm2/kg2 co jest wartoŜciŃ tylko o 10% wiňkszŃ niŨ og·lnie dzisiaj 

przyjmowana wartoŜĺ 6.67Ŀ10-11 Nm2/kg2. WartoŜĺ stağej G obliczonej przez Newtona jest 

obarczona bğňdem wynikajŃcym z przyjňtej Ŝredniej wartoŜci gňstoŜci Ziemi. 

     ŧeby wyznaczyĺ stağŃ G w laboratorium niezaleŨnie od masy Ziemi i tym samym uniknŃĺ 

bğňdu zwiŃzanego z szacowaniem gňstoŜci Ziemi trzeba by zmierzyĺ siğň oddziağywania 

dw·ch mas m1 i m2 umieszczonych w odlegğoŜci r. W·wczas 

 
2
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G

m m
=  

 

ZauwaŨmy jednak, Ũe przykğadowo dla mas kaŨda po 1 kg oddalonych od siebie o 10 cm 

siğa F ma wartoŜĺ F = 6.67Ŀ10-9 N i jest za mağa by jŃ dokğadnie zmierzyĺ standardowymi 

metodami. Problem pomiaru tak mağej siğy rozwiŃzağ Cavendish. 

6.1.1 DoŜwiadczenie Cavendisha  

     W swoim pomiarze Cavendish wykorzystağ fakt, Ũe siğa potrzebna do skrňcenia dğugiego, 

cienkiego wğ·kna kwarcowego jest bardzo mağa. Na takim wğ·knie zawiesiğ prňt z dwiema 

mağymi kulkami oğowianymi (m) na koŒcach (rysunek 6.1). Nastňpnie w pobliŨu kaŨdej 

z kulek umieŜciğ wiňkszŃ kulň oğowianŃ (M) i zmierzyğ precyzyjnie kŃt Ŭ o jaki obr·ciğ siň 

prňt.  

Pomiar wykonany metodŃ Cavendisha dağ wartoŜĺ G = 6.67Ŀ10-11 Nm2/kg2.  

ZnajŃc juŨ wartoŜĺ stağej G, Cavendish wyznaczyğ masň Ziemi MZ z r·wnania 

 
2

Z
Z

gR
M

G
=  (6.4) 

 

Cavendish wyznaczyğ teŨ masň SğoŒca i masy planet, tych kt·rych satelity zostağy 

zaobserwowane. 
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Rys. 6.1. DoŜwiadczenie Cavendisha 

 

 Przykğad 

Rozpatrzmy ruch planety o masie m krŃŨŃcej w odlegğoŜci R wok·ğ SğoŒca o masie M. Wtedy 

siğa przyciŃgania grawitacyjnego wynosi 

 

2

Mm
F G

R
=  (6.5) 

 

a poniewaŨ przyspieszenie w ruchu po okrňgu jest dane wyraŨeniem 

 
24ˊR

a
T

=  (6.6) 

 

to r·wnanie (6.5) przyjmuje postaĺ 
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 (6.7) 

skŃd otrzymujemy 
2 3

2

4ˊR
M

GT
=  (6.8) 

 

 Ĺwiczenie 6.1 

Oblicz jaki byğ okres obiegu KsiňŨyca przez moduğ statku Apollo? Dane sŃ: promieŒ 

KsiňŨyca RK = 1740 km, jego masa MK = 7.35Ŀ1022 kg oraz stağa G = 6.67Ŀ10-11 Nm2/kg2. 

Wynik zapisz poniŨej. 

Wskaz·wka: Skorzystaj z r·wnania (6.7). 

 

T = 
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RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

 Ĺwiczenie 6.2 

Na podstawie wzoru (6.8) oblicz masň SğoŒca przyjmujŃc odlegğoŜĺ Ziemia - SğoŒce r·wnŃ 

R = 1.5Ŀ108 km, oraz okres obiegu T = 1 rok. Por·wnaj ten wynik z masŃ Ziemi obliczonŃ 

na podstawie r·wnania (6.4). Ile razy masa SğoŒca jest wiňksza od masy Ziemi? Wynik 

zapisz poniŨej. 

 

MS =      MZ =  

 

MS /MZ = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

6.2 Prawa Keplera ruchu planet  

     Jeszcze przed sformuğowaniem przez Newtona prawa powszechnego ciŃŨenia, Johannes 

Kepler zauwaŨyğ, Ũe ruch planet stosuje siň do trzech prostych praw, kt·re zgadzağy siň 

z wynikami pomiarowymi pozycji planet z bardzo duŨŃ dokğadnoŜciŃ 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

1. Pierwsze prawo Keplera: KaŨda planeta krŃŨy po orbicie eliptycznej, ze 

SğoŒcem w jednym z ognisk tej elipsy.  

2. Drugie prawo Keplera (prawo r·wnych p·l): Linia ğŃczŃca SğoŒce i planetň 

zakreŜla r·wne pola w r·wnych odstňpach czasu.  

3. Trzecie prawo Keplera: SzeŜciany p·ğosi wielkich orbit dowolnych dw·ch 

planet majŃ siň do siebie jak kwadraty ich okres·w obiegu (p·ğoŜ wielka jest 

poğowŃ najdğuŨszej ciňciwy elipsy). 

 

Z drugiego prawa Keplera (zilustrowanego na rysunku 6.2) wynika, Ũe planety (lub naturalne 

satelity) powinny poruszaĺ siň szybko w pobliŨu SğoŒca (gdy wektor R(t) jest najkr·tszy) 

i coraz wolniej w miarň oddalania siň od SğoŒca (gdy wektor R(t) roŜnie).  
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Rys. 6.2. Wektor R(t) zakreŜla r·wne pola w r·wnych odstňpach czasu 

Dobrym przykğadem jest kometa Halleya, kt·ra obiega SğoŒce w ciŃgu 76 lat, z czego tylko 

1 rok spňdza w pobliŨu SğoŒca (jest wtedy niewidoczna z Ziemi). 

     Newton pokazağ, Ũe prawa Keplera moŨna wyprowadziĺ z zasad dynamiki. Pokazağ na 

przykğad, Ũe tylko wtedy, gdy siğa jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegğoŜci to 

speğnione sŃ pierwsze i trzecie prawo Keplera. 

 

 

O zwiŃzku miňdzy zasadami dynamiki Newtona, a prawami Keplera moŨesz 

przeczytaĺ w Dodatku 5, na koŒcu moduğu I. 

 

6.3 CiňŨar 

 

 

Definicja 

CiňŨar definiujemy jako siğň ciňŨkoŜci dziağajŃcŃ na ciağo. 

 

W pobliŨu powierzchni Ziemi ciňŨar jest wiňc siğŃ z jakŃ Ziemia przyciŃga ciağo i dla ciağa 

o masie m jest r·wny mg. Na KsiňŨycu ciňŨar jest mniejszy w por·wnaniu z ciňŨarem na 

Ziemi okoğo szeŜĺ razy. CiňŨaru nie naleŨy wiňc myliĺ z masŃ ciağa. 

6.3.1 Masa bezwğadna i grawitacyjna 

     Gdy spr·bujemy wprawiĺ w ruch ciağo popychajŃc je to wymaga to pewnego wysiğku 

nawet gdy ruch odbywa siň po idealnie gğadkiej poziomej powierzchni. Wysiğek jest tym 

wiňkszy im ciağo ma wiňkszŃ masň. Wynika to bezpoŜrednio z drugiej zasady dynamiki 

Newtona F = ma. Masň m wystňpujŃcŃ w tym wzorze nazywamy masŃ bezwğadnŃ . 

     Z kolei rozpatrzmy sytuacjň gdy utrzymujemy klocek uniesiony w g·rň w stanie 

spoczynku. BezwğadnoŜĺ nie odgrywa tu Ũadnej roli bo ciağo nie przyspiesza, jest 

w spoczynku. Ale przecieŨ musimy uŨywaĺ siğy, o wartoŜci r·wnej przyciŃganiu 

grawitacyjnemu miňdzy ciağem i ZiemiŃ, Ũeby ciağo nie spadğo. Odgrywa tu rolň ta 

wğaŜciwoŜĺ ciağa, kt·ra powoduje Ũe jest ono przyciŃganie przez inne obiekty takie jak 

Ziemia i siğŃ 
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R
=  (6.9) 

 

WystňpujŃcŃ w tym wzorze masň m' nazywamy masŃ grawitacyjnŃ . 

Powstaje pytanie czy masa bezwğadna m i masa grawitacyjna m' ciağa sŃ sobie r·wne? 

ŧeby znaleŦĺ odpowiedŦ na to pytanie rozpatrzmy sytuacjň, w kt·rej masa bezwğadna m1 

spadajŃc swobodnie w pobliŨu powierzchni Ziemi uzyskuje przyspieszenie a1. Wtedy 

1
1 1 2

' Z

Z

m M
m a G

R
=  (6.10a) 

 

JeŨeli natomiast inna masa m2 uzyskuje przyspieszenie a2 to 
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2
2 2 2
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m M
m a G

R
=  (6.10b) 

DzielŃc r·wnania (6.10a) i (6.10b) przez siebie otrzymujemy 
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'

'

m a m

m a m
=  (6.11) 

 

PoniewaŨ doŜwiadczalnie stwierdzono, Ũe wszystkie ciağa spadajŃ (w pr·Ũni) w pobliŨu 

Ziemi z tym samym przyspieszeniem a1 = a2 = g to stosunek mas bezwğadnych jest r·wny 

stosunkowi mas grawitacyjnych. Aktualnie jesteŜmy w stanie stwierdziĺ, Ũe a1 =a2 

z dokğadnoŜciŃ do 10-10. 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Te wyniki wskazujŃ, Ũe masa bezwğadna jest r·wna masie grawitacyjnej. To 

stwierdzenie nazywa siň zasadŃ r·wnowaŨnoŜci. 

 

KonsekwencjŃ jest to, Ũe nie moŨna rozr·Ũniĺ miňdzy przyspieszeniem ukğadu, 

a przyspieszeniem grawitacyjnym. Ta zasada jest punktem wyjŜcia og·lnej teorii 

wzglňdnoŜci Einsteina. 

6.4 Pole grawitacyjne, pola siğ 

     Na przykğadzie siğ grawitacyjnych om·wimy waŨne w fizyce pojňcie pola . Nasze 

rozwaŨania rozpoczynamy od umieszczenia masy M w poczŃtku ukğadu. W punkcie 

przestrzeni opisanym wektorem r znajduje siň inna masa m. Wektor r opisuje poğoŨenie 

masy m wzglňdem masy M wiňc siğň oddziağywania grawitacyjnego miňdzy tymi masami 

(r·wnanie (6.2)) moŨemy zapisaĺ w postaci wektorowej 
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G G

r r r
=- =-

r
F r  (6.12) 

 

gdzie znak minus wynika z faktu, Ũe wektor F jest zwr·cony przeciwnie do wektora r. 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe siğň tň moŨemy potraktowaĺ jako iloczyn masy m i wektora ɔ(r) przy 

czym 

 

3
( )

M
G

m r
g = =-

F
r r  (6.13) 

 

 

Definicja 

Wektor ɔ(r) dany r·wnaniem (6.13) nazywamy natňŨeniem pola grawitacyjnego. 

 

Zwr·ĺmy uwagň na to, Ũe jeŨeli w punkcie r umieŜcilibyŜmy dowolnŃ masň np. m' to zawsze 

moŨemy zapisaĺ siğň jako iloczyn masy m' i tego samego wektora ɔ(r). 

 

' ' ( )F mg= r  (6.14) 
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Widzimy, Ũe wektor ɔ(r) nie zaleŨy od obiektu na kt·ry dziağa siğa (masy m') ale zaleŨy od 

Ŧr·dğa siğy (masa M) i charakteryzuje przestrzeŒ otaczajŃcŃ Ŧr·dğo (wektor r). Oznacza to, 

Ũe masa M stwarza w punkcie r takie warunki, Ũe umieszczona w nim masa m odczuje 

dziağanie siğy. Inaczej m·wiŃc masie M przypisujemy obszar wpğywu (dziağania), czyli pole. 

Na rysunku poniŨej jest pokazany wektor ɔ(r) w wybranych punktach wok·ğ masy M. 

 
Rys. 6.3. "Mapa" natňŨenia pola grawitacyjnego wok·ğ masy M 

 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe rozdzieliliŜmy siğň na dwie czňŜci. Stwierdzamy, Ũe jedna masa 

wytwarza pole, a nastňpnie to pole dziağa na drugŃ masň. Taki opis pozwala uniezaleŨniĺ 

siň od obiektu (masy m') wprowadzanego do pola. 

     Z pojňcia pola korzysta siň nie tylko w zwiŃzku z grawitacjŃ. Jest ono bardzo uŨyteczne 

r·wnieŨ przy opisie zjawisk elektrycznych i magnetycznych. ťr·dğami i obiektami dziağania 

pola elektrycznego sŃ ğadunki w spoczynku, a pola magnetycznego ğadunki w ruchu. 

WğaŜciwoŜci p·l wytwarzanych przez ğadunki elektryczne om·wimy w dalszych 

rozdziağach. 

     ChociaŨ pole jest pojňciem abstrakcyjnym jest bardzo uŨyteczne i znacznie upraszcza 

opis wielu zjawisk. Na przykğad gdy mamy do czynienia z wieloma masami, moŨemy 

najpierw obliczyĺ w punkcie r pole pochodzŃce od tych mas, a dopiero potem siğň dziağajŃcŃ 

na masň umieszczonŃ w tym punkcie. 

     Z polem siğ wiŃŨe siň nie tylko przestrzenny rozkğad wektora natňŨenia pola, ale r·wnieŨ 

przestrzenny rozkğad energii. WğaŜnie zagadnieniom dotyczŃcym pracy i energii sŃ 

poŜwiecone nastňpne rozdziağy. 

 

Ten rozdziağ koŒczy pierwszy moduğ; moŨesz teraz przejŜĺ do podsumowania i zadaŒ 

testowych. 
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Podsumowanie 

¶ WyraŨenie 0

0

x x

t t

-
=
-

v  opisuje prňdkoŜĺ w ruchu jednostajnym po linii prostej i r·wnieŨ 

jest prawdziwe dla prňdkoŜci Ŝredniej. 

¶ PrňdkoŜĺ chwilowa jest pochodnŃ drogi wzglňdem czasu 
d

d

x

t
=v . 

¶ W ruchu ze stağym przyspieszeniem mamy 0 at= +v v  oraz 

2

0 0
2

at
x x t= + +v . 

¶ Przyspieszenie chwilowe jest r·wne 
d

dt
=a

v
. 

¶ W rzucie ukoŜnym ze stağym przyspieszeniem īg (w kierunku pionowym) tor ruchu ciağa 

jest parabolŃ 
2

2

0

( )
2 ( cos )

g
y tg x xq

q
= -

v
. 

¶ Przyspieszenie doŜrodkowe w ruchu jednostajnym po okrňgu wynosi 

2

ra
r

=
v

 lub 

2

2

4ˊ
r

r
a

T
= . 

¶ JeŨeli na ciağo o masie m dziağa siğa wypadkowa Fwyp to ruch ciağa moŨna przewidzieĺ 

posğugujŃc siň zasadami dynamiki Newtona 

Zasada 1  a = 0,  gdy  Fwyp = 0 

Zasada 2  
d

d
wyp m

t
= =

p
F a  gdy m = const.  pňd p = mv  

Zasada 3  1 2 2 1­ ­=-F F  

¶ Pierwsza zasada dynamiki stwierdza, Ũe jeŨeli na ciağo nie dziağajŃ siğy zewnňtrzne to 

istnieje taki ukğad odniesienia, w kt·rym to ciağo spoczywa lub porusza siň ruchem 

jednostajnym prostoliniowym. Taki ukğad nazywamy ukğadem inercjalnym. 

¶ Maksymalna siğa tarcia statycznego jest r·wna sile, kt·rŃ musimy przyğoŨyĺ, Ũeby ruszyĺ 

ciağo z miejsca. 

¶ W ukğadach poruszajŃcych siň z przyspieszeniem uwzglňdniamy, Ũe na kaŨde ciağo 

dziağa siğa bezwğadnoŜci Fb wprost proporcjonalna do masy ciağa oraz do przyspieszenia 

ukğadu a0 i jest do niego skierowana przeciwnie 0b m=-F a . 

¶ Prawo powszechnego ciŃŨenia 1 2

2

m m
F G

r
=  stosuje siň do wszystkich siğ 

grawitacyjnych. 

¶ Prawa Keplera 

1) KaŨda planeta krŃŨy po orbicie eliptycznej, ze SğoŒcem w jednym z ognisk tej elipsy; 

2) Linia ğŃczŃca SğoŒce i planetň zakreŜla r·wne pola w r·wnych odstňpach czasu; 

3) SzeŜciany p·ğosi wielkich orbit dowolnych dw·ch planet majŃ siň do siebie jak 

kwadraty ich okres·w obiegu (p·ğoŜ wielka jest poğowŃ najdğuŨszej ciňciwy elipsy). 

¶ Wektor natňŨenia pola grawitacyjnego 
3

( )
M

G
m r

g = =-
F

r r  charakteryzuje przestrzeŒ 

otaczajŃcŃ Ŧr·dğo siğy grawitacyjnej (masň M). 
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Materiağy dodatkowe do Moduğu I 

średnia waŨona 

     W celu przybliŨenia pojňcia Ŝredniej waŨonej rozwaŨmy prosty ukğad, w kt·rym mamy 

do czynienia ze skrzynkŃ zawierajŃcŃ np. jabğka o r·Ũnej masie. W skrzynce mamy n1 jabğek, 

kaŨde o masie m1, oraz n2 jabğek, kaŨde o masie m2. Spr·bujmy policzyĺ jaka jest Ŝrednia 

masa jabğka: 

.
.

.

cak
Ŝred

cak

m
m

n
=  

 

1 1 2 2
.

1 2

Ŝred

n m n m
m

n n

+
=

+
 

czyli 

1 2
. 1 2

1 2 1 2

Ŝred

n n
m m m

n n n n
= +
+ +

 

 

To jest Ŝrednia waŨona (wagami sŃ uğamki iloŜci jabğek w skrzynce). Uwzglňdniamy w ten 

spos·b fakt, Ũe liczby jabğek (wchodzŃce do Ŝredniej) nie sŃ r·wne.  

Ruch przyspieszony po okrňgu  

     Wsp·ğrzňdne x, y punktu poruszajŃcego siň po okrňgu moŨna wyraziĺ za pomocŃ 

promienia R (o stağej wartoŜci) oraz kŃta ű (rysunek poniŨej). 

 
Rys. I.2.1. Wsp·ğrzňdne punktu poruszajŃcego siň po okrňgu 

 

( ) cos ( )

( ) sin ( )

x t R t

y t R t

j

j

=

=
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Przy czym zwiŃzek miňdzy drogŃ liniowŃ s, a drogŃ kŃtowŃ ű , jest dany z miary ğukowej 

kŃta ű = s/R. R·ŨniczkujŃc r·wnania (I.2.1), moŨemy obliczyĺ zgodnie ze wzorami (3.1), 

skğadowe prňdkoŜci 

d
sin sin ( )

d

d
cos cos ( )

d

x

y

R R t
t

R R t
t

j
j w j

j
j w j

=- =-

= =

v

v

 (I.2.2) 

 

gdzie tempo zmian drogi kŃtowej dű/dt oznaczono jako prňdkoŜĺ kŃtowŃ ɤ  (analogicznie 

do prňdkoŜci liniowej v ) 

 

d 1 d

d d

s

t R t R

j
w= =- =

v
 (I.2.3) 

 

R·ŨniczkujŃc z kolei r·wnania (I.2.2) otrzymamy zgodnie ze wzorami (3.1) skğadowe 

przyspieszenia 

 

2

2

d d
sin cos sin cos

d d

d d
cos sin cos sin

d d

x

y

a R R R R
t t

a R R R R
t t

w j
j w j a j w j

w j
j w j a j w j

=- - =- -

= - = -

 (I.2.4) 

lub 

2

2

x x

y y

a x

a y

a
w

w

a
w

w

= -

= -

v

v

 (I.2.5) 

 

gdzie wprowadzono przyspieszenie kŃtowe Ŭ  wyraŨajŃce tempo zmian prňdkoŜci kŃtowej 

dɤ/dt 

 

d

dt

w
a=  (I.2.6) 

 

Na podstawie powyŨszych zaleŨnoŜci moŨemy obliczyĺ wektor cağkowitego przyspieszenia 

 

2a
w

w
= -a Rv  (I.2.7) 

 

Wektor przyspieszenia cağkowitego a jest sumŃ dw·ch wektor·w: przyspieszenia stycznego 

as (r·wnolegğego do wektora prňdkoŜci v ) 

 

s

a

w
=a v  (I.2.8) 
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i przyspieszenia normalnego an (przeciwnego do wektora R czyli skierowanego do Ŝrodka 

okrňgu) 
2

n w=-a R  (I.2.9) 

 

Wektory prňdkoŜci liniowej i kŃtowej oraz wektory przyspieszeŒ stycznego, normalnego 

i kŃtowego, w ruchu przyspieszonym po okrňgu, sŃ pokazane na rysunku poniŨej. 

 

 
Rys. I.2.2. Wektory prňdkoŜci i przyspieszeŒ w ruchu przyspieszonym po okrňgu 

 

Ruch w polu grawitacyjnym z uwzglňdnieniem oporu powietrza 

     Naszym zadaniem jest opisanie ruchu ciağa o masie m puszczonego z pewnej wysokoŜci 

nad powierzchniŃ Ziemi, kt·re spadajŃc doznaje oporu powietrza. Z codziennych 

doŜwiadczeŒ wiemy, Ũe op·r powietrza zaleŨy od prňdkoŜci, na przykğady podczas jazdy na 

rowerze, i jest tym wiňkszy im szybciej jedziemy. Przyjmiemy wiňc, zağoŨenie Ũe siğa oporu 

powietrza jest proporcjonalna do prňdkoŜci v  

 

oporu g=-F v  (I.3.1) 

 

Znak minus wskazuje, Ũe siğa oporu dziağa przeciwnie do kierunku ruchu (wektora prňdkoŜci 

v ). 

Ruch ciağa odbywa siň pod dziağaniem dw·ch siğ: stağej siğy grawitacji i zmiennej siğy oporu. 

Wraz ze wzrostem prňdkoŜci roŜnie siğa oporu, aŨ do momentu gdy stanie siň ona r·wna co 

do wartoŜci sile grawitacji. W·wczas siğa wypadkowa dziağajŃca na ciağo staje siň r·wna 

zeru, prňdkoŜĺ dalej juŨ nie roŜnie i nie roŜnie teŨ siğa oporu, zgodnie z pierwszŃ zasadŃ 

dynamiki ciağo porusza siň od tej chwili ruchem jednostajnym, prostoliniowym. GranicznŃ 

prňdkoŜĺ vgr jakŃ osiŃga ciağo obliczamy z warunku 

 

mg

mg

g

g

=

=

gr

gr

v

v
 (I.3.2) 
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Teraz poszukujemy odpowiedzi napytanie jak zmienia siň prňdkoŜĺ podczas ruchu. W tym 

celu korzystamy z drugiej zasady dynamiki Newtona, kt·ra przyjmuje postaĺ r·wnania 

 
ma mg g= -v  

lub 

d

d
m mg

t
g= -

v
v  

(I.3.3) 

 

RozwiŃzaniem r·wnania r·Ũniczkowego (I.3.3) jest funkcja v (t) 

 

( ) 1 1
t t

m m
mg

t e e
g g

g

- -å õ å õ
= - = -æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
gr

v v  (I.3.4) 

 

ZaleŨnoŜĺ ta jest wykreŜlona na rysunku poniŨej. Widaĺ, Ũe po odpowiednio dğugim czasie 

prňdkoŜĺ osiŃga wartoŜĺ granicznŃ. 

 
Rys. I.3.1. ZaleŨnoŜĺ prňdkoŜci od czasu 

 

OtrzymaliŜmy wiňc r·wnanie v (t) opisujŃce ruch ciağa.  

Siğa Coriolisa  

     Tň siğň bezwğadnoŜci musimy uwzglňdniaĺ, gdy rozpatrujemy ruch postňpowy ciağa 

w obracajŃcym siň ukğadzie odniesienia. Przykğadem moŨe byĺ czğowiek poruszajŃcy siň po 

linii prostej (radialnie) od Ŝrodka do brzegu obracajŃcej siň karuzeli. Na rysunku poniŨej 

pokazana jest zmiana prňdkoŜci czğowieka. Linia (promieŒ) wzdğuŨ kt·rej porusza siň 

czğowiek zmienia sw·j kierunek (karuzela obraca siň) o kŃt ȹɗ w czasie ȹt. W tym samym 

czasie czğowiek zmienia swoje poğoŨenie z punktu A do A'. 

Linia (promieŒ) wzdğuŨ kt·rej porusza siň czğowiek zmienia sw·j kierunek (karuzela obraca 

siň) o kŃt ȹɗ w czasie ȹt. W tym samym czasie czğowiek zmienia swoje poğoŨenie z punktu 

A do A'. 

Linia (promieŒ) wzdğuŨ kt·rej porusza siň czğowiek zmienia sw·j kierunek (karuzela obraca 

siň) o kŃt ȹɗ w czasie ȹt. W tym samym czasie czğowiek zmienia swoje poğoŨenie z punktu 

A do A'. 
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Rys. I.4.1. Zmiana prňdkoŜci czğowieka poruszajŃcego siň po linii prostej (radialnie) od Ŝrodka 

do brzegu karuzeli obracajŃcej siň z prňdkoŜciŃ kŃtowŃ ɤ 

 

Obliczymy teraz zmianň jego prňdkoŜci radialnej (normalnej) v r i stycznej vs. PrňdkoŜĺ 

radialna zmienia sw·j kierunek. PrňdkoŜĺ styczna natomiast zmienia zar·wno kierunek 

(przyspieszenie doŜrodkowe) ale r·wnieŨ wartoŜĺ bo czğowiek oddala siň od Ŝrodka 

(roŜnie r). Najpierw rozpatrzmy r·Ũnicň prňdkoŜci v r w punktach A i A' pokazanŃ na rysunku 

(b) po prawej stronie. Dla mağego kŃta ȹɗ (tzn. mağego ȹt) moŨemy napisaĺ 

 

r r qD = Dv v  (I.4.1) 

 

JeŨeli obustronnie podzielimy r·wnanie (I.4.1) przez ȹt to w granicy ȹt Ÿ 0 otrzymamy 

 

1

d d

d d

r
r ra

t t

q
w= = =

v
v v  (I.4.2) 

 

gdzie wielkoŜĺ ɤ = dɗ/dt jest definiowana jako prňdkoŜĺ kŃtowa . 

     W tym ruchu zmienia siň r·wnieŨ prňdkoŜĺ styczna bo czğowiek porusza siň wzdğuŨ 

promienia. W punkcie A prňdkoŜĺ styczna vs = ɤr, a w punkcie A' vs = ɤ(r+ȹr). Zmiana 

prňdkoŜci stycznej wynosi wiňc 

 

( )s r r r rw w wD = +D - = Dv  (I.4.3) 

 

JeŨeli obustronnie podzielimy r·wnanie (I.4.3) przez ȹt to w granicy ȹt ­ 0 otrzymamy 
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d d

d d

s
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Przyspieszenia a1 i a2 majŃ ten sam kierunek (r·wnolegğy do vs) wiňc przyspieszenie 

cağkowite jest r·wne sumie 

 

1 2 2 ra a a w= + =v  (I.4.5) 

 

Przyspieszenie to jest nazywane przyspieszeniem Coriolisa . Pochodzi ono stŃd, Ũe nawet 

przy stağej prňdkoŜci kŃtowej ɤ roŜnie prňdkoŜĺ liniowa czğowieka bo roŜnie r. Gdyby 

czğowiek stağ na karuzeli to obserwator stojŃcy na Ziemi mierzyğby tylko przyspieszenie 

doŜrodkowe (ɤ2r) skierowane do Ŝrodka wzdğuŨ promienia. Natomiast gdy czğowiek idzie 

na zewnŃtrz to obserwator rejestruje takŨe przyspieszenie Coriolisa (o kierunku 

r·wnolegğym do v s). OczywiŜcie musi istnieĺ siğa dziağajŃca w tym kierunku. Jest niŃ w tym 

przypadku siğa tarcia miňdzy podğogŃ i nogami idŃcego czğowieka. Jednak obserwator 

zwiŃzany z karuzelŃ nie widzi ani przyspieszenia doŜrodkowego ani przyspieszenia 

Coriolisa, czğowiek poruszajŃcy siň wzdğuŨ promienia jest w stanie r·wnowagi w ukğadzie 

karuzeli. A przecieŨ istnieje realnie odczuwalna (rzeczywista) siğa tarcia. ŧeby 

wyeliminowaĺ tň rozbieŨnoŜĺ obserwator stojŃcy na karuzeli wprowadza dwie siğy pozorne 

r·wnowaŨŃce siğň tarcia. Jedna to siğa odŜrodkowa, a druga to siğa Coriolisa. Siğa 

odŜrodkowa dziağa radialnie na zewnŃtrz a siğa Coriolisa stycznie ale przeciwnie do vs. 

Og·lnie, na ciağo o masie m poruszajŃce siň ruchem postňpowym z prňdkoŜciŃ v  w 

obracajŃcym siň ukğadzie odniesienia dziağa siğa bezwğadnoŜci zwana siğŃ Coriolisa Fc  

 

2c m= ³F v w (I.4.6) 

 

     Ziemia nie jest idealnym ukğadem inercjalnym poniewaŨ wiruje. W wyniku tego obrotu 

w zjawiskach zachodzŃcych na Ziemi obserwujemy siğň Coriolisa. Przykğadowo, rzeki 

pğynŃce na p·ğkuli p·ğnocnej podmywajŃ silniej prawy brzeg. R·wnieŨ ciağa spadajŃce 

swobodnie odchylajŃ siň od pionu pod dziağaniem tej siğy. Jednak w wiňkszoŜci 

rozpatrywanych przez nas zjawisk moŨna zaniedbaĺ wpğyw ruchu Ziemi na ich przebieg. 

Prawa Keplera a zasady dynamiki Newtona  

     Pierwsze prawo Keplera wynika z tego, Ũe siğa grawitacyjna jest siğŃ centralnŃ, tj. takŃ, 

kt·ra zawsze skierowana jest do okreŜlonego punktu ï centrum siğy. JeŨeli poczŃtek ukğadu 

wsp·ğrzňdnych umieŜcimy w centrum siğy, to siğň centralnŃ moŨna zapisaĺ og·lnie w postaci 

 

( )f r
r

=
r

F  (I.5.1) 

lub dla siğy grawitacji  

 

2

Mm
G

r r
=-

r
F  (I.5.2) 

 

R·wnanie opisujŃce ruch pod wpğywem siğy grawitacji ma wiňc postaĺ 
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RozwiŃzaniem tego r·wnania sŃ krzywe stoŨkowe tj. krzywe bňdŃce przekrojami stoŨka, 

takie jak elipsa, parabola, hiperbola (rysunek poniŨej). 

 

 
Rys. I.5.1. Krzywe stoŨkowe ï tor ruchu w polu siğy grawitacji 

 

Teraz przejdziemy do drugiego prawa Keplera. Na rysunku I.5.1 zaznaczona jest 

powierzchnia zakreŜlana w czasie ȹt przez liniň ğŃczŃcŃ planetň ze SğoŒcem. JeŨeli 

weŦmiemy bardzo kr·tki przedziağ czasu dt (ȹt Ÿ 0) to zaznaczone pole dS jest 

powierzchniŃ tr·jkŃta o podstawie r·wnej dğugoŜci zakreŜlanego ğuku (vdt) i wysokoŜci 

r·wnej promieniowi R  

 
1

d d
2

S tR= v  (I.5.4) 

 

 
Rys. I.5.2. Powierzchnia zakreŜlana w czasie ȹt przez liniň ğŃczŃcŃ planetň ze SğoŒcem 

 

Z r·wnania (I.5.4) wynika, Ũe chwilowa prňdkoŜĺ polowa (prňdkoŜĺ z jakŃ promieŒ R 

zakreŜla powierzchniň) jest r·wna 
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d 1

d 2

S
R

t
= v  (I.5.5) 

 

Z definicji siğy centralnej (I.5.1) wynika Ũe moment siğy t  centralnej jest r·wny zeru 

 

d ( )
( ) 0

d

f r

t r
= = ³ = ³ =

L
Ű r F r r  (I.5.6) 

 

z czego wynika, Ũe moment pňdu L  jest zachowany w ruchu pod wpğywem siğy centralnej 

(np. w ruchu planety w jej obiegu wok·ğ SğoŒca) 

 

const.L m R= =v  (I.5.7) 

 

ĞŃczŃc r·wnania (I.5.5) i (I.5.7) otrzymujemy ostatecznie 

 

d
const.

d 2

S L

t m
= =  (I.5.8) 

 

Otrzymane r·wnanie (I.5.8) wyraŨa drugie prawo Keplera. 

 

Na koniec rozpatrzymy trzecie prawo Keplera dla planet poruszajŃcych siň po orbitach 

koğowych. KorzystajŃc z otrzymanego uprzednio wzoru (6.8) na masň SğoŒca otrzymujemy 

dla pierwszej planety krŃŨŃcej wok·ğ SğoŒca 

 
2 3

1

2

1

4ˊ
S

R
M

GT
=  (I.5.9) 

a dla drugiej 
2 3

2

2

2

4ˊ
S

R
M

GT
=  (I.5.10) 

 

Por·wnujŃc te r·wnania stronami otrzymujemy 

 
3 3 3 2

1 2 1 1

2 2 3 2
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T T R T
= =  (I.5.11) 
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RozwiŃzania ĺwiczeŒ z moduğu I 

 

Ĺwiczenie 2.1 

 

ciağo x0 [m] v  [m/s] 

1 -1 1.5 

2 0 0.67 

 

Ĺwiczenie 2.2 

Cağkowita droga przejechana przez samoch·d: x1 + x2 = 20 km + 20 km = 40 km 

Cağkowity czas jazdy samochodu : t1 = x1/v1 = (20 km)/(40 km/h) = 0.5 h 

t2 = x2/v2 = (20 km)/(80 km/h) = 0.25 h 

t = t1 + t2 = 0.75 h 

 

PrňdkoŜĺ Ŝrednia (r·wnanie 2.4): (40 km)/(0.75 h) = 53.33 km/h 

 

Ĺwiczenie 2.3 

PrňdkoŜĺ Ŝrednia wynosi 10 m/s. 

KorzystajŃc z r·wnania (2.4): x - x0 = 10 m/s Ŀ 5 s = 50 m. 

To najkr·tsza droga hamowania. 

 

Ĺwiczenie 2.4 

Dane: v0 ȹt, g - przyspieszenie ziemskie. 

KorzystajŃc z r·wnania (2.10) otrzymujemy: 

2

0
2

t
t= -

g
y v  

 

Wektor poğoŨenia y (opisujŃcy wysokoŜĺ ponad poziom y = 0) jest w dowolnej chwili sumŃ 

dw·ch wektor·w v0t oraz gt2/2 . PowyŨsze r·wnanie opisuje wiňc zar·wno ruch ciağ w g·rň 

jak i w d·ğ. OczywiŜcie opis matematyczny musi odzwierciedlaĺ sytuacjň fizycznŃ. W rzucie 

pionowym ciağo przebywa na tej samej wysokoŜci (y = h) dwa razy w dw·ch r·Ũnych 

chwilach (pierwszy raz przy wznoszeniu, drugi przy opadaniu). Tr·jmian kwadratowy 
2

0 0
2

gt
h t- + =v  

 

ma dwa rozwiŃzania t1 i t2. Z treŜci zadania wynika, Ũe t1 - t2 = ȹt. Z tego warunku 

otrzymujemy rozwiŃzanie: 

 
2 2

0 ( )

2 8

t g
h

g

D
= -

v
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Ĺwiczenie 3.1 

Dane: v0, ɗ g - przyspieszenie ziemskie.  

W celu znalezienia zasiňgu rzutu podstawiamy do r·wnania (3.11) y = 0 i otrzymujemy dwa 

miejsca, w kt·rych parabola lotu przecina oŜ x. Pierwsze, x = 0, odpowiada punktowi z 

kt·rego wylatuje ciağo, drugie x = Z poszukiwanemu zasiňgowi rzutu 

 
2 2

0 02 sin cos
sin 2Z

g g

q q
q= =

v v
 

 

Z powyŨszego r·wnania wynika, Ũe zasiňg Z osiŃga maksimum dla, kŃta ɗ = 45, bo wtedy 

funkcja sin2ɗ ma maksymalna wartoŜĺ r·wnŃ 1. 

 

Ĺwiczenie 3.2 

Dane: RZ = 6370 km, g = 9.81 m/s2 , T = 24 h  = 8.64Ŀ104 s  

PodstawiajŃc te dane do r·wnania (3.16) 

2

2

4ˊ
n

R
a

T
=  

otrzymujemy an = 0.034 m/s2 co stanowi 0.35 % przyspieszenia grawitacyjnego g. 

 

Ĺwiczenie 4.1 

Dane:  m1 = m2, przyspieszenie grawitacyjne g. 

Na rysunku zaznaczamy siğy dziağajŃce w ukğadzie 

 
 

Stosujemy drugŃ zasadň dynamiki Newtona do kaŨdego ciağa osobno: 

 

1

2

m a mg N

m a N

= -

=
 

 

rozwiŃzujŃc ten ukğad r·wnaŒ i uwzglňdniajŃc, Ũe m1 = m2 = m otrzymujemy 

 

2 2

g mg
a N= =  
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Ĺwiczenie 4.2 

Dane: m,  ɗ, przyspieszenie grawitacyjne g 

Na rysunku poniŨej pokazane sŃ siğy dziağajŃce na klocek: ciňŨar klocka Q = mg i siğa reakcji 

R (na nacisk klocka) wywierana na klocek przez pğaszczyznň r·wni. 

 
ŧeby wyliczyĺ siğň wypadkowŃ naleŨy dodaĺ wektorowo te dwie siğy 

 

m = +a Q R 

 

Zaczynamy od wyboru ukğadu wsp·ğrzňdnych. Wygodnie jest tak wybraĺ ukğad, Ũeby jedna 

oŜ, na przykğad x, byğa skierowana wzdğuŨ r·wni, a druga (oŜ y) prostopadle do niej. Wtedy 

wystarczy rozğoŨyĺ na skğadowe tylko jednŃ siğň Q. W tak wybranym ukğadzie 

wsp·ğrzňdnych skğadowe ciňŨaru wynoszŃ 

 

sin

cos

x

y

Q mg

Q mg

q

q

=

=
 

 

Skğadowa Qy (nacisk na r·wniň) jest r·wnowaŨona przez reakcjň r·wni R. Natomiast 

skğadowa Qx jest odpowiedzialna za przyspieszenie ciağa. MoŨemy wiňc zastosowaĺ drugŃ 

zasadň dynamiki Newtona dla kaŨdej skğadowej 

 

sin

cos

x

y

ma mg

ma R mg

q

q

=

= -
 

 

StŃd wynika, Ũe przyspieszenie ciağa wynos sina g q=  i jest skierowane wzdğuŨ r·wni.  

JuŨ Galileusz korzystağ z r·wni pochyğej do analizy ruchu przyspieszonego. RegulujŃc 

wysokoŜĺ r·wni (kŃt ɗ) moŨemy zmniejszaĺ prňdkoŜĺ ruchu i tym samym uğatwiĺ jego 

pomiar. 

 

Ĺwiczenie 5.1 

Dane; m, Õs, przyspieszenie grawitacyjne g. 

Klocek spoczywa na r·wni bo opr·cz siğy grawitacji i reakcji podğoŨa dziağa na niego 

r·wnieŨ siğa tarcia statycznego (rysunek). 
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Siğa reakcji R r·wnowaŨy skğadowŃ ciňŨaru prostopadğŃ do powierzchni r·wni (nacisk) 

R = Qy = FN, natomiast siğa tarcia T r·wnowaŨy skğadowŃ r·wnolegğŃ do r·wni T = Qx. Przy 

granicznym (maksymalnym) kŃcie 

 

sin

sin

sin cos

gr s N

gr s y

gr s gr

mg F

mg Q

mg mg

q m

q m

q m q

=

=

=

 

 

SkŃd otrzymujemy wartoŜĺ granicznego kŃta 
gr stgq m= . Pomiar kŃta ɗgr jest prostŃ metodŃ 

doŜwiadczalnŃ wyznaczenia wsp·ğczynnika tarcia Õs  

 

Ĺwiczenie 5.2 

Dane: F, m1=m, m2=2m, m3=3m, Õk, przyspieszenie grawitacyjne g  

Wykonujemy rysunek i zaznaczamy siğy dziağajŃce w ukğadzie 

 
Zapisujemy drugŃ zasadň dynamiki Newtona do kaŨdego ciağa osobno 

 

1 3

1 2 2

2 1

3

2

ma F N T

ma N N T

ma N T

= - -

= - -

= -
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Nastňpnie, korzystajŃc z tego, Ũe 

 

1

2

3

2

3

k

k

k

T mg

T mg

T mg

m

m

m

=

=

=

 

 

przepisujemy r·wnania dynamiki w postaci 

 

1

1 2

2

3 3

2 2

k

k

k

ma F N mg

ma N N mg

ma N mg

m

m

m

= - -

= - -

= -

 

 

RozwiŃzujŃc ten ukğad r·wnaŒ otrzymujemy poszukiwane wielkoŜci 

 

1 2

6

6 6

2 6

k
k

F mg F
a g

m m

F F
N N

m
m

-
= = -

= =

 

 

Ĺwiczenie 6.1 

Dane: RK = 1740 km, MK = 7.35Ŀ1022 kg, G = 6.67Ŀ10ï11 Nm2/kg2  

Do obliczenia okresu obiegu KsiňŨyca przez statek Apollo korzystamy z r·wnania (6.7), 

kt·re przyjmuje postaĺ 

 
2

2 2

4ˊKM m R
G m

R T

å õ
= æ ö
ç ÷

 

 

gdzie m jest masŃ pojazdu kosmicznego. Po przeksztağceniach otrzymujemy 

 
3

2
K

R
T

GM
p=  

 

a po podstawieniu danych TK = 6.5Ŀ103 s czyli 108 minut.  

 

Ĺwiczenie 6.2 

Dane: R = 1.5Ŀ108 km = 1.5Ŀ1011 m, T = 1 rok = 3.154Ŀ107 s.  

Masň SğoŒca obliczamy z zaleŨnoŜci (6.8) 

2 3

2

4ˊ
S

R
M

GT
=  

Otrzymujemy MS = 2Ŀ10
30 kg. 

Natomiast masň Ziemi obliczmy ze wzoru (6.4) 

2

Z
Z

gR
M

G
=  

Otrzymujemy MZ = 5.97Ŀ10
24 kg  oraz  MS / MZ = 3.3Ŀ10

5. 
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Test I 

1. Na rysunku poniŨej przedstawiono wykres zaleŨnoŜci drogi od czasu dla pewnego ciağa. 

Oblicz prňdkoŜĺ ciağa w trzeciej i piŃtej sekundzie ruchu oraz prňdkoŜĺ ŜredniŃ dla 

cağego ruchu. 

 
 

2. Ze skrzyŨowania rusza samoch·d w chwili, kiedy na nastňpnym skrzyŨowaniu odlegğym 

o d = 0.5 km zapala siň zielone Ŝwiatğo. Cykl zmiany Ŝwiateğ jest nastňpujŃcy: zielone-

Ũ·ğte-czerwone-zielone-Ũ·ğte-czerwone itd., a czas Ŝwiecenia siň Ŝwiateğ przedstawia siň 

nastňpujŃco: zielone-t1 = 25 s, Ũ·ğte-t2 = 3 s, czerwone-t3 = 20. Z jakŃ prňdkoŜciŃ 

(ŜredniŃ) powinien jechaĺ samoch·d, aby na najbliŨsze skrzyŨowanie wjechağ przy 

zielonym Ŝwietle w dowolnym kolejnym cyklu zmiany Ŝwiateğ? 

3. Z wieŨy wyrzucono jednoczeŜnie dwa ciağa z jednakowŃ prňdkoŜciŃ v0, jedno pionowo 

do g·ry, a drugie pionowo w d·ğ. Jak zmienia siň z biegiem czasu odlegğoŜĺ miňdzy tymi 

ciağami? 

4. ZaleŨnoŜĺ wektora poğoŨenia ciağa od czasu dana jest wzorem: r(t) = [1 + t, 2t - t2]. 

Oblicz wartoŜci bezwzglňdne prňdkoŜci poczŃtkowej i przyspieszenia. 

5. Dwa klocki, o masach m = 1 kg i M = 2 kg, poğŃczone sznurkiem sŃ podnoszone pionowo 

do g·ry ze stağŃ prňdkoŜciŃ (rysunek poniŨej). Jaka jest siğa przyğoŨona do g·rnego 

sznurka, a jakie jest napiňcie sznurka ğŃczŃcego oba klocki? 
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6. Odpowiedz na pytania (odpowiedŦ uzasadnij). Czy ciağo moŨe mieĺ zerowŃ prňdkoŜĺ, 

a niezerowe przyspieszenie? JeŨeli wartoŜĺ prňdkoŜci ciağa pozostaje stağa, to czy 

przyspieszenie tego ciağa musi byĺ r·wne zeru? 

7. Kruszenie kopalin silnym strumieniem wody jest jednŃ z metod stosowanych 

w g·rnictwie. Oblicz siğň, z jakŃ dziağa strumieŒ wody o gňstoŜci r = 103 kg/m3 

i przekroju poprzecznym S = 0.01 m2 poruszajŃcy siň z prňdkoŜciŃ v  = 50 m/s. ZauwaŨ, 

Ũe przy zderzeniu ze ŜcianŃ woda traci cağkowicie sw·j pňd. 

8. Dwie nieruchome ğodzie znajdujŃce siň na jeziorze poğŃczone sŃ dğugim sznurem. 

Czğowiek znajdujŃcy siň na pierwszej ğodzi ciŃgnie sznur dziağajŃc siğŃ F = 50 N. Oblicz 

prňdkoŜĺ wzglňdnŃ obu ğodzi po czasie t = 4 s dziağania siğy. CiňŨar pierwszej ğodzi wraz 

z czğowiekiem wynosi Q1 = 2000 N, a ciňŨar drugiej ğodzi Q2 = 800 N. Opory ruchu 

moŨna pominŃĺ. 

9. Sanki zeŜlizgujŃ siň z g·rki o wysokoŜci h = 4 m i kŃcie nachylenia a = 30Ü i dalej 

z rozpňdu ŜlizgajŃ siň jeszcze po poziomym Ŝniegu poza niŃ, zatrzymujŃc siň 

w odlegğoŜĺ 10 m od podn·Ũa g·rki. Ile wynosi wsp·ğczynnik tarcia sanek o Ŝnieg? 

10. Platforma kolejowa jest zağadowana skrzyniami. Wsp·ğczynnik tarcia statycznego 

miňdzy skrzyniami, a podğogŃ platformy wynosi 0.3. PociŃg, w kt·rego skğadzie 

znajduje siň platforma, jedzie z prňdkoŜciŃ 60 km/h. Na jakim najkr·tszym odcinku 

moŨna zatrzymaĺ pociŃg, Ũeby nie spowodowağo to Ŝlizgania siň skrzyŒ? 

11. Jak daleko od Ziemi w kierunku SğoŒca musi znajdowaĺ siň ciağo, Ũeby przyciŃganie 

grawitacyjne SğoŒca zr·wnowaŨyğo przyciŃganie ziemskie? SğoŒce znajduje siň 

w odlegğoŜci 1.49Ŀ108 km od Ziemi, a jego masa r·wna siň 3.24Ŀ105 masy Ziemi. 
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7 Praca i energia 

     ZnajomoŜĺ zagadnieŒ zwiŃzanych z szeroko rozumianym pojňciem energii jest 

konieczna dla wszelkich rozwaŨaŒ zar·wno technologicznych, ekonomicznych, 

ekologicznych jak i spoğecznych. ŧeby siň o tym przekonaĺ wystarczy sprawdziĺ jak istotnŃ 

pozycjŃ w budŨecie domowym stanowiŃ wydatki zwiŃzane z zapotrzebowaniem na energiň 

(zakupy ŨywnoŜci, opğaty za prŃd, gaz, ogrzewanie czy paliwo do samochodu). 

     Z energiŃ zwiŃzana jest najwaŨniejsza chyba zasada cağej fizyki - zasada zachowania 

energii. Nakğada ona sztywne granice na przetwarzanie energii i jej wykorzystanie. Do 

zasady tej bňdziemy siň odwoğywali wielokrotnie w kolejnych rozdziağach dotyczŃcych 

r·Ũnych zagadnieŒ fizyki. W mechanice zasada zachowania energii pozwala obliczaĺ 

w bardzo prosty spos·b ruch ciağ, stanowi alternatywň do stosowania zasad dynamiki 

Newtona. 

7.1 Praca wykonana przez siğň stağŃ 

     W najprostszym przypadku, punkt materialny przemieszcza siň pod wpğywem stağej siğy 

F. TraktujŃc przesuniňcie s jako wektor o dğugoŜci r·wnej drodze jakŃ przebywa ten punkt 

i kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu, moŨemy zdefiniowaĺ pracň W. 

 

 

Definicja 

Praca W wykonana przez stağŃ siğň F jest iloczynem skalarnym tej siğy F i wektora 

przesuniňcia s. 

 

cosW Fs a= Ö =F s  (7.1) 

 

gdzie Ŭ jest kŃtem miňdzy kierunkami siğy i przesuniňcia. Zwr·ĺmy uwagň, Ũe kŃt Ŭ moŨe 

byĺ r·Ũny od zera bo stağa siğa nie musi mieĺ kierunku zgodnego z kierunkiem ruchu punktu 

materialnego. Dzieje siň tak gdy dziağajŃ jeszcze inne siğy (np. ciňŨar, tarcie). Ale nawet gdy 

dziağağa tylko jedna siğa to i tak ciağo nie musi poruszaĺ siň w kierunku jej dziağania (np. siğa 

grawitacji w rzucie ukoŜnym). Rozpatrzmy teraz nastňpujŃcy przykğad. 

 

 Przykğad 

Ciağo o masie m (na przykğad sanki) jest ciŃgniňte po poziomej powierzchni stağŃ siğŃ F 

(rysunek poniŨej), a sznurek, za kt·ry ciŃgniemy tworzy kŃt Ŭ z poziomem.  

 
Rys. 7.1. Ciağo o masie m ciŃgniňte po poziomej powierzchni stağŃ siğŃ F 

tworzŃcŃ kŃt Ŭ z poziomem 
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Praca jakŃ wykonağ czğowiek ciŃgnŃcy to ciağo na drodze s jest, zgodnie z r·wnaniem (7.1), 

r·wna FscosŬ. ZauwaŨmy, Ũe pracň wykonuje tylko skğadowa Fs = FcosŬ styczna do 

przesuniňcia s. Natomiast skğadowa pionowa FsinŬ dziağa w g·rň zmniejszajŃc nacisk ciağa 

na powierzchniň. 

     Ze wzoru (7.1) wynika, Ũe praca moŨe przyjmowaĺ zar·wno wartoŜci dodatnie gdy 

Ŭ < 90Á, jak i ujemne gdy  Ŭ > 90Á. W omawianym przykğadzie, poza siğŃ ciŃgnŃcŃ ciağo, 

dziağa jeszcze siğa tarcia kinetycznego T (rysunek 7.1) przeciwstawiajŃca siň ruchowi 

(Ŭ = 180Á). Praca wykonana przez siğň tarcia jest ujemna W = TĀs = Ts cos180Á = -Ts. 

W szczeg·lnoŜci praca moŨe byĺ r·wna zeru, gdy kierunek siğy jest prostopadğy do kierunku 

przesuniňcia (Ŭ = 90Á, cos90Á = 0). Przykğadem moŨe byĺ siğa doŜrodkowa. Przyspieszenie 

doŜrodkowe jest prostopadğe do toru wiňc siğa doŜrodkowa nie wykonuje pracy. 

     Rozpatrzmy jeszcze raz powyŨszy przykğad ale w sytuacji gdy czğowiek ciŃgnŃcy ciağo 

porusza siň ze stağŃ prňdkoŜciŃ. Z pierwszej zasady dynamiki wynika, Ũe wtedy Fwyp = 0. 

W kierunku poziomym Fwyp = FcosŬ ī T = 0, zatem "dodatnia" praca wykonana przez 

czğowieka jest r·wna co do wartoŜci bezwzglňdnej "ujemnej" pracy wykonanej przez siğň 

tarcia. 

Z podobnŃ sytuacjŃ mamy do czynienia przy 

podnoszeniu w g·rň (ze stağŃ prňdkoŜciŃ) 

ciağa o masie m na wysokoŜĺ h (rysunek 7.2 

obok). 

ZauwaŨmy, Ũe w trakcie podnoszenia ciağa 

czğowiek dziağa siğŃ F r·wnŃ ciňŨarowi ale 

przeciwnie skierowanŃ, wiňc "dodatnia" 

praca W = mgh wykonana na drodze h przez 

siğň F (czğowieka) jest r·wna co do wartoŜci 

"ujemnej" pracy wykonanej przez siğň 

ciňŨkoŜci.  

 
Rys. 7.2. Podnoszenie ciňŨaru na wysokoŜĺ h 

 

 Ĺwiczenie 7.1 

Teraz gdy znasz juŨ definicjň pracy spr·buj samodzielnie odpowiedzieĺ na proste pytania 

zwiŃzane z nastňpujŃcym ĺwiczeniem: 

WyobraŦ sobie, Ũe podnosisz ksiŃŨkň na p·ğkň, tak jak pokazano 

to na rysunku obok. W pierwszym kroku podnosisz ksiŃŨkň 

z poğoŨenia (1) i umieszczasz jŃ na p·ğce (poğoŨenie 2). 

Nastňpnie przenosisz ksiŃŨkň poziomo ze stağŃ prňdkoŜciŃ na 

inne miejsce na p·ğce (poğoŨenie 3). Jaki znak ma praca 

wykonana przez ciebie na odcinku 1-2 i 1-3, a jaki znak ma 

praca wykonana przez siğň ciňŨkoŜci? Tarcie i wszelkie opory 

pomijamy.  

 

Wz·r (7.1) pozwala obliczyĺ pracň dla siğy stağej; do obliczeŒ "podstawiamy" za F konkretnŃ 

jej wartoŜĺ. Teraz poznamy jak obliczyĺ pracň gdy siğa zmienia siň, przyjmuje r·Ũne 

wartoŜci. 
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7.2 Praca wykonana przez siğň zmiennŃ 

     RozwaŨmy teraz siğň bňdŃcŃ funkcjŃ poğoŨenia F(x), kt·rej kierunek jest zgodny z osiŃ x. 

Szukamy pracy jakŃ wykona ta siğa przy przesuwaniu ciağa od poğoŨenia x1 do poğoŨenia x2. 

Jak juŨ m·wiliŜmy wz·r W = FĀs pozwala obliczyĺ pracň dla stağej siğy F. Natomiast gdy 

wartoŜĺ siğy zmienia siň, na przykğad tak jak na rysunkach 7.3 (linia ciŃgğa) trzeba stosowaĺ 

inny algorytm. 

 
Rys. 7.3a. Zmienna siğa F(x) przybliŨona ciŃgiem stağych wartoŜci Fi 

 

Zacznijmy od zastosowania przybliŨenia. Dzielimy cağkowite przemieszczenie x na n 

jednakowych odcink·w ȹx tak jak na rysunku. WewnŃtrz takiego przedziağu ȹx 

przyjmujemy (i to jest to przybliŨenie), Ũe siğa jest stağa i moŨemy juŨ teraz skorzystaĺ ze 

wzoru (7.1) do obliczenia pracy w dowolnym przedziale ȹx 

 

i i iW F xD = D (7.2) 

 

gdzie Fi jest wartoŜciŃ siğy na i - tym odcinku ȹx. Nastňpnie sumujemy prace wykonane na 

poszczeg·lnych odcinkach otrzymujŃc cağkowitŃ pracň 

 

1

n

i

i

W F x
=

= Dä  (7.3) 

 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe od strony czysto formalnej liczenie pracy jest r·wnowaŨne liczeniu 

sumy powierzchni kolejnych prostokŃt·w o podstawie ȹx i wysokoŜci Fi. 

     MoŨemy "poprawiĺ" nasze przybliŨenie. W tym celu, w kolejnym kroku dzielimy 

przedziağ (x1, x2) na wiňcej (mniejszych) odcink·w ȹx, tak jak pokazano na rysunku 7.3b. 

Widaĺ, Ũe nowe przybliŨenie jest lepsze. WartoŜci siğ Fi dla poszczeg·lnych przedziağ·w sŃ 

znacznie bliŨsze rzeczywistej funkcji F(x), a co za tym idzie obliczona (wz·r 7.3) wartoŜĺ 

pracy cağkowitej jest bliŨsza wartoŜci rzeczywistej (pola powierzchni prostokŃt·w bardziej 

pokrywajŃ siň z polem pod krzywŃ). 
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Rys. 7.3b. Zmienna siğa F(x) przybliŨona ciŃgiem stağych wartoŜci Fi 

 

Widaĺ, Ũe rozwiŃzaniem problemu jest przejŜcie (w granicy) ȹx Ÿ 0.Stosujemy tň samŃ 

procedurň obliczajŃc cağkowitŃ pracň 

 
2

1
0 1

( )dlim
x

i i
x i x

W F x F x x
¤

D ­ =

= D =ä ñ  (7.4) 

 

Tak w matematyce definiujemy cağkň. Cağkowanie funkcji F(x) w zadanych granicach 

odpowiada liczeniu pola powierzchni pod krzywŃ F(x) w zadanym przedziale (patrz rysunek 

7.3c). Ta procedura odpowiada teŨ z definicji liczeniu wartoŜci Ŝredniej 
__

2 1( )W F x x= -  co 

zgadza siň z intuicyjnym podejŜciem. 

 
Rys. 7.3c. Pole powierzchni pod krzywŃ F(x) r·wne liczbowo pracy wykonanej przez siğň na 

odcinku x1 ï x2 
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MoŨesz przeŜledziĺ jak dzielenie przedziağu (x1, x2) na 

wiňcej (mniejszych) odcink·w ȹx wpğywa na dokğadnoŜĺ 

obliczeŒ pracy wykonanej przez zmiennŃ siğň F(x). 

korzystajŃc z programu komputerowego ĂPraca wykonana 

przez siğň zmiennŃò dostňpnego na stronie WWW autora 

i na stronie Open AGH.  

 

     ŧeby obliczyĺ pracň wykonanŃ przez zmiennŃ siğň trzeba albo umieĺ obliczyĺ cağkň 

(ewentualnie poszukaĺ rozwiŃzania w tablicach) lub umieĺ obliczyĺ pole powierzchni pod 

krzywŃ co w szczeg·lnych przypadkach nie jest trudne. 

 

 Przykğad 

     RozwaŨmy sprňŨynň zamocowanŃ jednym koŒcem i rozciŃganŃ siğŃ F tak, Ũe jej drugi 

koniec przemieszcza siň o x. Siğa wywierana przez sprňŨynň Fs = - kx  jest siğŃ przywracajŃcŃ 

r·wnowagň. Aby rozciŃgnŃĺ sprňŨynň musimy zatem przyğoŨyĺ siğň r·wnŃ co do wartoŜci 

lecz przeciwnie skierowanŃ tzn. F = kx.  

 
Rys. 7.4. RozciŃganie sprňŨyny siğŃ F 

 

Znamy juŨ postaĺ funkcji F(x) i moŨemy teraz korzystajŃc z r·wnania (7.4) obliczyĺ pracň 

wykonanŃ przy rozciŃganiu sprňŨyny 

 

2 2

0 0 0

( )d ( )d
2 2

xx x
kx kx

W F x x kx x= = = =ñ ñ  (7.5) 

 

 

 Ĺwiczenie 7.2 

SprawdŦ, czy uzyskana wartoŜĺ jest poprawna. W tym celu oblicz bezpoŜrednio pole pod 

wykresem funkcji F(x). Wynik obliczeŒ zapisz poniŨej i por·wnaj z wynikiem cağkowania. 

 

S = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 
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7.3 Energia kinetyczna 

     Rozpatrzmy jeszcze raz ruch ciağa pod wpğywem stağej, niezr·wnowaŨonej siğy F 

i obliczmy pracň jakŃ wykonuje ona na drodze s. StağoŜĺ siğy oznacza, Ũe ruch odbywa siň 

ze stağym przyspieszeniem a. Zakğadamy ponadto, Ũe kierunek siğy F i przyspieszenia a 

pokrywa siň z kierunkiem przesuniňcia s. Dla ruchu jednostajnie przyspieszonego moŨemy 

napisaĺ 

 
2

0
2

at
s t= +v  (7.6) 

 

0
0 at a

t

-
= + Ý =

v v
v v  (7.7) 

 

co w poğŃczeniu daje 

 

0

2
s t

+
=

v v
 (7.8) 

 

Wykonana praca jest r·wna 

 
22

0 0 0

2 2 2

mm
W F s ma s m t

t

- +å õå õ
= Ö = Ö = = -æ öæ ö

ç ÷ç ÷

v v v v vv
 (7.9) 

 

 

Definicja 

Poğowň iloczynu masy ciağa i kwadratu prňdkoŜci nazywamy energiŃ kinetycznŃ Ek 

ciağa o masie m. 

  

21

2
kE m= v  (7.10) 

  

Na podstawie wzor·w (7.8) i (7.9) widzimy, Ũe 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Praca wykonana przez siğň F dziağajŃcŃ na ciağo o masie m jest r·wna zmianie 

energii kinetycznej tego ciağa. 

 

0k kW E E= -  (7.11) 

 

To jest twierdzenie o pracy i energii. 

Z tego twierdzenia wynika, Ũe jednostki pracy i energii sŃ takie same. 

 

 

Jednostki 

JednostkŃ pracy i energii jest w ukğadzie SI dŨul (J); 1J = 1NĿm. W fizyce atomowej 

powszechnie uŨywa siň jednostki elektronowolt (eV) 1eV = 1.6Ŀ10-19 J. 
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Spr·buj teraz wykonaĺ proste ĺwiczenie. 

 

 Ĺwiczenie 7.3 

Por·wnaj energiň kinetycznŃ sprintera o masie 80 kg biegnŃcego z prňdkoŜciŃ 10 m/s 

z energiŃ kinetycznŃ pocisku o masie 5 g wylatujŃcego z karabinu z prňdkoŜciŃ 800 m/s. 

Skorzystaj ze wzoru (7.10). Wynik obliczeŒ zapisz poniŨej. Pamiňtaj o odpowiednich 

jednostkach. 

 

Esprintera =  

 

Epocisku =  

 

 

7.4 Moc  

     Z punktu widzenia zastosowaŒ praktycznych czňsto istotnym jest nie to ile energii moŨna 

uzyskaĺ ze Ŧr·dğa ale to jak szybko moŨna jŃ uzyskaĺ (zamieniĺ w uŨytecznŃ postaĺ). Na 

przykğad, waŨnym parametrem samochodu, istotnym przy wyprzedzaniu, jest to jak szybko 

samoch·d przyspiesza tzn. jak szybko silnik wykonuje pracň zwiŃzanŃ z rozpňdzaniem 

samochodu. Inny przykğad to, dwa dŦwigi, kt·re podnoszŃ jednakowe masy na jednakowŃ 

wysokoŜĺ h ale w r·Ũnym czasie. Tak jak zostağo to juŨ pokazane na wczeŜniejszym 

przykğadzie, kaŨdy z dŦwig·w wykonuje takŃ samŃ pracň r·wnŃ mgh. Jednak jeden 

z dŦwig·w wykonuje tň pracň w czasie kr·tszym niŨ drugi. M·wimy, Ũe ten dŦwig ma 

wiňkszŃ moc . 

 

 

Definicja 

Moc definiujemy jako iloŜĺ wykonanej pracy (lub przekazanej energii) do czasu 

w jakim zostağa ona wykonana. 

 

JeŨeli praca W zostağa wykonana w czasie t to Ŝrednia moc  jest dana wzorem 

 
__ W
P

t
=  (7.12) 

 

Dla stağej siğy F wz·r ten przyjmuje postaĺ 

 
__ Fs
P F

t
= =v  (7.13) 

 

Dla czasu t Ÿ 0 m·wimy o mocy chwilowej  

 

d

d

W
P

t
=  (7.14) 
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Moc chwilowŃ obliczamy jako pochodnŃ pracy wzglňdem czasu. 

 

 

Jednostki 

JednostkŃ mocy w ukğadzie SI jest wat (W); 1 W = 1 J/ s. Dla cel·w praktycznych 

powszechnie stosowanŃ jednostkŃ mocy jest kilowat (kW), a jednostkŃ energii 

(iloczyn mocy i czasu) jest kilowatogodzina (kWh). 

 

 Ĺwiczenie 7.4 

Teraz gdy znasz juŨ definicjň mocy Ŝredniej i odpowiednie jednostki spr·buj oceniĺ ŜredniŃ 

moc zuŨywanŃ przez urzŃdzenia elektryczne w twoim mieszkaniu. W tym celu odczytaj 

stan licznika energii elektrycznej, a nastňpnie powt·rz odczyt po 24 godzinach. JakŃ 

wielkoŜĺ rejestruje licznik i w jakich jednostkach? Na podstawie tych pomiar·w oblicz 

moc ŜredniŃ. Wynik zapisz poniŨej. 

 

PŜrednia =  
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8 Zasada zachowania energii  

8.1 Siğy zachowawcze i niezachowawcze 

     W poprzednim rozdziale pokazaliŜmy, Ũe praca wykonana przez siğň wypadkowŃ 

dziağajŃcŃ na punkt materialny (ciağo) wzdğuŨ pewnej drogi, jest r·wna zmianie energii 

kinetycznej Ek tego punktu materialnego 

 

kW E=D  (8.1) 

 

Skorzystamy z tego zwiŃzku, dla rozr·Ũnienia siğ zachowawczych i niezachowawczych . 

W tym celu rozpatrzmy ciağo rzucone pionowo do g·ry, kt·remu nadano prňdkoŜĺ 

poczŃtkowŃ v0, a tym samym energiň kinetycznŃ 
2

0 / 2kE m= v . Podczas wznoszenia siň ciağa 

siğa grawitacji dziağa przeciwnie do kierunku ruchu wiňc prňdkoŜĺ ciağa, a takŨe i jego 

energia kinetyczna malejŃ aŨ do zatrzymania ciağa. Nastňpnie ciağo porusza siň 

w przeciwnym kierunku pod wpğywem siğy grawitacji, kt·ra teraz jest zgodna z kierunkiem 

ruchu. Przy zaniedbywalnym oporze powietrza, prňdkoŜĺ i energia kinetyczna rosnŃ aŨ do 

wartoŜci jakŃ ciağo miağo poczŃtkowo. Ciağo rzucone do g·ry, wraca z tŃ samŃ prňdkoŜciŃ 

i energiŃ kinetycznŃ. Widzimy, Ũe po przebyciu zamkniňtej drogi (cyklu) energia kinetyczna 

ciağa nie zmieniğa siň, wiňc na podstawie r·wnania (8.1) oznacza to, Ũe praca wykonana 

przez siğň grawitacji podczas peğnego cyklu jest r·wna zeru. Praca wykonana przez siğň 

grawitacji podczas wznoszenia siň ciağa jest ujemna bo siğa jest skierowana przeciwnie do 

przemieszczenia (kŃt pomiňdzy przemieszczeniem i siğŃ wynosi 180Á; cos180Á = -1). Gdy 

ciağo spada siğa i przemieszczenie sŃ jednakowo skierowane, praca jest dodatnia, tak Ũe 

cağkowita praca jest r·wna zeru. 

 

 

Definicja 

Siğa jest zachowawcza, jeŨeli praca wykonana przez tň siğň nad punktem 

materialnym, kt·ry porusza siň po dowolnej drodze zamkniňtej jest r·wna zeru. 

 

Siğa grawitacji jest siğŃ zachowawczŃ. Wszystkie siğy, kt·re dziağajŃ w ten spos·b, np. siğa 

sprňŨysta wywierana przez idealnŃ sprňŨynň, nazywamy siğami zachowawczymi. 

 

     JeŨeli jednak, op·r powietrza nie jest do zaniedbania, to ciağo rzucone pionowo w g·rň 

powraca do poğoŨenia poczŃtkowego i ma innŃ energiň kinetycznŃ niŨ na poczŃtku poniewaŨ 

siğa oporu przeciwstawia siň ruchowi bez wzglňdu na to, w kt·rym kierunku porusza siň 

ciağo (nie tak jak siğa grawitacji). Praca wykonywana przez siğň oporu jest ujemna dla kaŨdej 

czňŜci cyklu zar·wno przy wznoszeniu jak i opadaniu ciağa wiňc podczas tego cyklu zostağa 

wykonana praca r·Ũna od zera. 

 

 

Definicja 

Siğa jest niezachowawcza jeŨeli praca wykonana przez tň siğň nad punktem 

materialnym, kt·ry porusza siň po dowolnej drodze zamkniňtej nie jest r·wna zeru. 
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Siğa oporu powietrza jest siğŃ niezachowawczŃ. Wszystkie siğy, kt·re dziağajŃ w ten spos·b, 

np. siğa tarcia, nazywamy siğami niezachowawczymi. 

     R·Ũnicň miňdzy siğami niezachowawczymi i zachowawczymi moŨemy zobrazowaĺ 

jeszcze inaczej. W tym celu rozpatrzmy pracň wykonanŃ przez siğň grawitacji podczas ruchu 

ciağa z punktu A do punktu B po dw·ch r·Ũnych drogach tak jak pokazano na rysunku 

poniŨej. 

 
Rys. 8.1. Ciağo przesuwane z punktu A do punktu B w polu grawitacyjnym 

po dw·ch r·Ũnych drogach 

 

     Z naszych poprzednich rozwaŨaŒ wiemy, Ũe praca wykonana przez siğň grawitacji 

podczas ruchu ciağa w g·rň jest ujemna bo siğa jest skierowana przeciwnie do 

przemieszczenia (kŃt pomiňdzy przemieszczeniem i siğŃ wynosi 180Á; cos180Á = -1). Gdy 

ciağo przemieszcza siň w d·ğ to siğa grawitacji i przemieszczenie sŃ jednakowo skierowane, 

praca jest dodatnia. Natomiast przy przemieszczaniu w bok, siğa grawitacji nie wykonuje 

Ũadnej pracy bo jest prostopadğa do przemieszczenia (cos90Á = 0). Widzimy, Ũe przesuniňcia 

w g·rň znoszŃ siň z przemieszczeniami w d·ğ, tak Ũe wypadkowe przemieszczenie w pionie 

wynosi h i w konsekwencji wypadkowa praca wykonana przez siğň grawitacji wynosi 

W = mgh bez wzglňdu na wyb·r drogi. Praca w polu grawitacyjnym nie zaleŨy od wyboru 

drogi ğŃczŃcej dwa punkty ale od ich wzajemnego poğoŨenia. 

     MoŨemy uog·lniĺ nasze rozwaŨania na dowolnŃ siğň zachowawczŃ. Jeszcze raz 

rozpatrzmy ruch ciağa z punktu A do punkt B po jednej drodze (1) oraz powr·t z B do A po 

innej drodze (2) (rysunek 8.2a). 

 
Rys. 8.2. Ciağo przemieszcza siň z punktu A do punktu B i z powrotem 
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PoniewaŨ siğa dziağajŃca na ciağo jest zachowawcza to dla drogi zamkniňtej z A do B 

i z powrotem praca jest r·wna zeru 

 

1 2 0A B B AW W+ = (8.2) 

 

Lub zapisujŃc to inaczej 

 

1 2A B B AW W=-  (8.3) 

 

JeŨeli teraz odwr·cimy kierunek ruchu i przejdziemy z A do B po drodze (2) (rysunek 8.2b) 

to poniewaŨ zmieniamy tylko kierunek ruchu to otrzymujemy pracň tň samŃ, co do wartoŜci 

ale r·ŨniŃcŃ siň znakiem 

 

2 2A B B AW W=-  (8.4) 

 

Por·wnujŃc dwa ostatnie r·wnania otrzymujemy 

 

1 2A B A BW W=  (8.5) 

 

Widaĺ z tego, Ũe praca wykonana przez siğň zachowawczŃ przy przemieszczaniu ciağa od A 

do B jest taka sama dla obu dr·g. Drogi (1) i (2) mogŃ mieĺ dowolny ksztağt o ile tylko ğŃczŃ 

te same punkty A i B. 

 

 

Definicja 

Siğň nazywamy zachowawczŃ jeŨeli praca wykonana przez niŃ nad punktem 

materialnym poruszajŃcym siň miňdzy dwoma punktami zaleŨy tylko od tych 

punkt·w, a nie od ğŃczŃcej je drogi. Siğň nazywamy niezachowawczŃ jeŨeli praca 

wykonana przez niŃ nad punktem materialnym poruszajŃcym siň miňdzy dwoma 

punktami zaleŨy od drogi ğŃczŃcej te punkty. 

 

Przedstawione definicje siğy zachowawczej sŃ r·wnowaŨne.  

Teraz kiedy znasz juŨ definicjň siğ zachowawczych spr·buj wykonaĺ poniŨsze ĺwiczenie 

 

 Ĺwiczenie 8.1 

Ciağo o masie m zsuwa siň z r·wni pochyğej w kierunku niewaŨkiej sprňŨyny (rysunek 

poniŨej). Ruch odbywa siň bez tarcia. Ciağo dociera do sprňŨyny i w wyniku dziağania siğy 

sprňŨystej zostaje zatrzymane. Nastňpnie, pod wpğywem rozprňŨajŃcej siň sprňŨyny, ciağo 

porusza siň w przeciwnym kierunku. 

Spr·buj teraz odpowiedzieĺ na nastňpujŃce pytania (odpowiedzi zapisz poniŨej): 

 

a) Jakie siğy dziağajŃ na ciağo w trakcie jego ruchu? 
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b) Czy sŃ to siğy zachowawcze?) 

 

 

 
Jak zmieniğaby siň sytuacja, gdyby wystňpowağo tarcie pomiňdzy ciağem a poziomŃ 

pğaszczyznŃ? 

 

 

ZauwaŨ, Ũe ciağ odepchniňte przez sprňŨynň powraca do swojego stanu poczŃtkowego. 

 

8.2 Energia potencjalna  

     Gdy rozpatrywaliŜmy (w poprzednim rozdziale) ruch ciağa pod wpğywem siğy grawitacji 

lub siğy sprňŨystoŜci widzieliŜmy, Ũe energia kinetyczna poruszajŃcego siň ciağa zmieniağa 

siň (malağa i rosğa) podczas ruchu, tak Ũe w cyklu zamkniňtym powracağa do poczŃtkowej 

wartoŜci. W tej sytuacji, gdy dziağajŃ siğy zachowawcze, do opisania tych zmian celowe jest 

wprowadzenie pojňcia energii potencjalnej Ep . M·wimy, Ũe zmianie energii kinetycznej 

ciağa o wartoŜĺ ȹEk towarzyszy zmiana energii potencjalnej ȹEp tego ciağa r·wna co do 

wartoŜci ale przeciwnego znaku, tak Ũe suma tych zmian jest r·wna zeru 

 

0k pE ED +D = (8.6) 

 

KaŨda zmiana energii kinetycznej ciağa Ek jest r·wnowaŨona przez zmianň energii 

potencjalnej Ep, tak Ũe ich suma pozostaje przez cağy czas stağa 

 

const.k pE E+ =  (8.7) 

 

Energiň potencjalnŃ moŨna traktowaĺ jako energiň nagromadzonŃ, kt·ra moŨe byĺ 

w przyszğoŜci cağkowicie odzyskana i zamieniona na innŃ uŨytecznŃ formň energii. Oznacza 

to, Ũe nie moŨemy wiŃzaĺ energii potencjalnej z siğŃ niezachowawczŃ. Energiň potencjalnŃ 

czňsto nazywa siň energiŃ stanu . M·wimy, Ũe jeŨeli energia ukğadu zmieniğa siň to 

zmieniğ siň stan ukğadu. 

 

Z twierdzenia o pracy i energii (7.10) wynika, Ũe 
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kW E=D  (8.8) 

 

wiňc zgodnie z wprowadzonym pojňciem energii potencjalnej, dla zachowawczej siğy F, 

zachodzi zwiŃzek 

k pW E E=D =-D (8.9) 

 

KorzystajŃc z og·lnego wzoru na pracň (7.4) otrzymujemy og·lnŃ zaleŨnoŜĺ 

 

0

( )d

r

p

r

E W F r rD =- =-ñ  (8.10) 

 

MoŨemy r·wnieŨ zapisaĺ zaleŨnoŜĺ odwrotnŃ miňdzy siğŃ i energiŃ potencjalnŃ 

 

d ( )
( )

d

pE r
F r

r
=-  (8.11) 

 

ZauwaŨmy, Ũe na podstawie r·wnania (8.10) potrafimy obliczyĺ zmianň energii potencjalnej 

ȹEp, a nie samŃ energiň potencjalnŃ Ep. PoniewaŨ ȹEp = Ep(r) - Ep(r0), to Ũeby znaleŦĺ Ep(r) 

trzeba nie tylko znaĺ siğň ale jeszcze wartoŜĺ Ep(r0)  

 

0

0 0( ) ( ) ( )d ( )

r

p p p p

r

E r E E r F r r E r=D + =- +ñ  (8.12) 

 

Punkt r0 nazywamy punktem odniesienia i zazwyczaj wybieramy go tak, Ũeby energia 

potencjalna w tym punkcie odniesienia Ep(r0) byğa r·wna zeru. Jako punkt odniesienia r0 

czňsto wybiera siň poğoŨenie, w kt·rym siğa dziağajŃca na ciağo jest r·wna zeru. Trzeba 

jednak podkreŜliĺ, Ũe wyb·r punktu odniesienia jest sprawŃ czysto umownŃ. 

 

 Przykğad 

Spr·bujmy teraz obliczyĺ energiň potencjalnŃ na przykğad w rzucie pionowym do g·ry, 

w pobliŨu powierzchni Ziemi. W tym celu przyjmujemy, Ũe ruch odbywa siň wzdğuŨ osi y, 

przy czym kierunek osi y w g·rň przyjmujemy jako dodatni. W konsekwencji siğa grawitacji 

F(y) = - mg bo jest skierowana w ujemnym kierunku osi y. Wybieramy teraz punkt 

odniesienia np. na powierzchni Ziemi y0 = 0 i przyjmujemy Ep(0) = 0. Energiň potencjalnŃ 

w poğoŨeniu y tj. na wysokoŜci y ponad poziomem odniesienia obliczamy z r·wnania (8.12). 

Obliczenie jest tym prostsze, Ũe siğa grawitacji F(y) jest stağa wiňc nie musimy obliczaĺ cağki 

ale do obliczenia pracy stosujemy wz·r (7.1) W = Fs. 

Otrzymujemy 

0( ) ( ) ( )p pE y mgy E y mgy=- - + = (8.13) 

 

Energia potencjalna zwiŃzana z siğŃ grawitacyjnŃ wynosi mgy, gdzie y jest wysokoŜciŃ ponad 

punktem (poziomem) odniesienia i jest r·wna pracy jakŃ trzeba wykonaĺ przy podnoszeniu 
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ciağa na tň wysokoŜĺ (przykğad z rozdziağu 7.1). Energia potencjalna przedstawia tu formň 

nagromadzonej w wyniku wykonanej pracy energii, kt·ra moŨe byĺ cağkowicie odzyskana 

i zamieniona na energiň kinetycznŃ, podczas spadku ciağa z danej wysokoŜci.  

     W analogiczny spos·b obliczymy teraz energiň potencjalnŃ idealnej niewaŨkiej sprňŨyny. 

Gdy sprňŨyna jest rozciŃgniňta na odlegğoŜĺ x od poğoŨenia r·wnowagi to siğa sprňŨystoŜci 

wynosi F = - kx. Jako punkt odniesienia przyjmujemy tym razem x0 = 0. Odpowiada to 

poğoŨeniu r·wnowagi, w kt·rym sprňŨyna jest nierozciŃgniňta i siğa sprňŨystoŜci jest r·wna 

zeru. Energiň potencjalnŃ ponownie obliczamy z r·wnania (8.12) przy czym korzystamy 

z podanego wyraŨenia (7.5) na pracň wykonanŃ przy rozciŃganiu sprňŨyny 

 

0

2

0

1
( ) ( )d ( )

2

x

p p

x

E x kx x E x kx=- - + =ñ  (8.14) 

 

Spr·buj teraz, korzystajŃc z definicji energii potencjalnej, wykonaĺ nastňpujŃce ĺwiczenie 

 

 Ĺwiczenie 8.2 

Dwa klocki o masach m1 i m2 sŃ 

poğŃczone cienkŃ linkŃ przerzuconŃ 

przez niewaŨki bloczek tak jak na 

rysunku obok. W ukğadzie wystňpuje 

tarcie pomiňdzy masŃ m1 i stoğem. 

Ukğad pozostajŃcy poczŃtkowo 

w spoczynku zostaje puszczony i masa 

m2 opada na podğogň. 

 
OkreŜl, w chwili gdy klocek m2 dociera do podğogi, jaki znak (+/-) ma: 

1) energia potencjalna klocka m1 wzglňdem podğogi, 

2) energia potencjalna klocka m2 wzglňdem stoğu, 

3) praca wykonana przez siğň grawitacji, 

4) praca wykonana przez siğň tarcia, 

5) zmiana energii potencjalnej ukğadu, 

6) zmiana energii kinetycznej klocka m1, 

7) zmiana energii kinetycznej klocka m2. 

 

Spr·buj teŨ odpowiedzieĺ na nastňpujŃce pytania: 

1) Czy zmiana energii kinetycznej klocka m1 jest wiňksza, r·wna, czy mniejsza od zmiany 

energii kinetycznej klocka m2 ? 

 

2) Czy zmiana cağkowitej energii kinetycznej ukğadu jest co do bezwzglňdnej wartoŜci 

wiňksza, r·wna, czy mniejsza od zmiany energii potencjalnej ukğadu? 

 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 
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8.2.1 Energia potencjalna i potencjağ pola grawitacyjnego  

     W przykğadzie powyŨej obliczyliŜmy energiň potencjalnŃ zwiŃzanŃ z siğŃ grawitacyjnŃ 

w pobliŨu powierzchni Ziemi, gdzie przyjmowaliŜmy, Ũe siğa grawitacji jest stağa. Teraz 

zajmiemy siň zagadnieniem bardziej og·lnym i znajdziemy energiň potencjalnŃ masy m 

znajdujŃcej siň w dowolnym punkcie nad powierzchniŃ Ziemi odlegğym o r od Ŝrodka Ziemi. 

     Gdy obliczaliŜmy grawitacyjnŃ energiň potencjalnŃ w pobliŨu powierzchni Ziemi 

(przykğad powyŨej) wğaŜnie powierzchniň Ziemi przyjmowaliŜmy jako punkt odniesienia 

o zerowej energii potencjalnej. Natomiast dla og·lnych obliczeŒ punkt odniesienia wybiera 

siň w nieskoŒczonoŜci. Temu poğoŨeniu (r Ÿ Ð) przypisujemy zerowŃ energiň potencjalnŃ. 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe stan zerowej energii jest r·wnieŨ stanem zerowej siğy. 

     Przypomnijmy, Ũe dla siğ zachowawczych zmianň energii potencjalnej ciağa przy 

przejŜciu z poğoŨenia (lub og·lniej ze stanu) A do B moŨemy zapisaĺ jako 

 

p pB pA ABE E E WD = - =- (8.15) 

 

Siğa grawitacji jest siğŃ zachowawczŃ wiňc dla tak wybranego punktu odniesienia 

 

( ) ( )p p rE r E W¤- ¤ =- (8.16) 

 

Praca wykonywanŃ przez siğň grawitacji przy przenoszeniu masy m z nieskoŒczonoŜci do 

punktu odlegğego o r od Ŝrodka Ziemi wynosi 
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- ¤ =- =- =- - =æ ö

ç ÷

- =-

ñ ñ
 (8.17) 

 

Znak minus wynika stŃd, Ũe kierunek dziağania siğy grawitacji jest przeciwny do kierunku 

wektora r. PoniewaŨ energia potencjalna ma wartoŜĺ r·wnŃ zeru w nieskoŒczonoŜci (punkt 

odniesienia) wiňc grawitacyjna energia potencjalna w odlegğoŜci r od Ŝrodka Ziemi (od 

Ŝrodka dowolnej masy M) wynosi 

 

( )p

Mm
E r G

r
=-  (8.18) 

 

Energia potencjalna ma wartoŜĺ r·wnŃ zeru w nieskoŒczonoŜci (punkt odniesienia) i maleje 

w miarň zmniejszania siň r. Oznacza to, Ũe siğa jest przyciŃgajŃca. Wz·r ten jest prawdziwy 

bez wzglňdu na wyb·r drogi po jakiej punkt porusza siň z nieskoŒczonoŜci do r bo siğa 

grawitacji jest siğŃ zachowawczŃ. 

     Widzimy, Ũe z polem siğy grawitacji wiŃŨe siň przestrzenny rozkğad energii E(r) dany 

r·wnaniem (8.17). 

OmawiajŃc w punkcie (6.4) pole grawitacyjne przedstawialiŜmy siğň dziağajŃcŃ na 

umieszczony w tym polu obiekt jako iloczyn natňŨenia pola i masy tego obiektu. 

StwierdziliŜmy, Ũe jedna masa wytwarza pole, a nastňpnie to pole dziağa na drugŃ masň. 
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Inaczej m·wiŃc rozdzieliliŜmy siğň na dwie czňŜci i w ten spos·b uniezaleŨniliŜmy nasz opis 

od masy obiektu wprowadzanego do pola. Podobnie moŨemy postŃpiĺ z energiŃ potencjalnŃ. 

ZauwaŨmy, Ũe zgodnie z wyraŨeniem (8.17) moŨemy jŃ przedstawiĺ jako iloczyn masy m 

i pewnej funkcji V(r) 

 

( ) ( )pE r mV r=  (8.19) 

 

 

Definicja 

Funkcjň V(r) nazywamy potencjağem pola grawitacyjnego i definiujemy jako 

stosunek grawitacyjnej energii potencjalnej masy m do wartoŜci tej masy. 

 

( )
( )

pE r M
V r G

m r
= =-  (8.20) 

 

Jak juŨ wspominaliŜmy z pojňcia pola korzysta siň nie tylko w zwiŃzku z grawitacjŃ. Przy 

opisie zjawisk elektrycznych r·wnieŨ bňdziemy siň posğugiwali pojňciem 

pola (elektrycznego), jego natňŨenia i potencjağu. 

 

 Ĺwiczenie 8.3 

Skorzystaj teraz z wyraŨenia na grawitacyjnŃ energiň potencjalnŃ, Ũeby znaleŦĺ prňdkoŜĺ 

jakŃ naleŨy nadaĺ obiektowi przy powierzchni Ziemi, aby wzni·sğ siň on na wysokoŜĺ h 

nad powierzchniň Ziemi. Dane sŃ masa Ziemi Mz i jej promieŒ Rz oraz stağa grawitacyjna 

G. Wynik zapisz poniŨej. 

Wskaz·wka: Dla siğy zachowawczej suma energii kinetycznej Ek i energii potencjalnej Ep 

ciağa pozostaje przez cağy czas stağa (wz·r 8.7). 

 

v =  

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

     JeŨeli obiektowi nadamy na powierzchni Ziemi odpowiednio duŨŃ prňdkoŜĺ poczŃtkowŃ 

to zacznie on okrŃŨaĺ Ziemiň i nie spadnie na jej powierzchniň. Tň granicznŃ prňdkoŜĺ 

nazywamy pierwszŃ prňdkoŜciŃ kosmicznŃ . Jest to najmniejsza prňdkoŜĺ jakŃ musi mieĺ 

punkt materialny swobodnie krŃŨŃcy po orbicie wok·ğ Ziemi. Na tak poruszajŃcy siň obiekt 

dziağajŃ dwie siğy; siğa grawitacji i siğa odŜrodkowa. Siğy te majŃ przeciwne zwroty i dla 

stabilnej orbity r·wnowaŨŃ siň 

 
2

2

ZM mm
G

R R
=

v
 (8.21) 

 

skŃd obliczamy 

 

ZM
G

R
=

I
v  (8.22) 
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     JeŨeli na powierzchni Ziemi dostarczymy ciağu jeszcze wiňkszej energii kinetycznej to 

wtedy moŨe ono bezpowrotnie uciec z Ziemi w przestrzeŒ kosmicznŃ. PrňdkoŜĺ poczŃtkowŃ 

(tzw. prňdkoŜĺ ucieczki), przy kt·rej ciağo ucieknie z powierzchni Ziemi do nieskoŒczonoŜci 

znajdujemy analogicznie jak w ĺwiczeniu 8.3 wstawiajŃc h Ÿ Ð. PrňdkoŜĺ ta nosi nazwň 

drugiej prňdkoŜci kosmicznej  i wynosi 

 

2 Z

Z

M
G

R
=

II
v  (8.23) 

 

ZauwaŨmy, Ũe w trakcie oddalania siň ciağa do nieskoŒczonoŜci (R Ÿ Ð) jego energia 

potencjalna roŜnie do zera (jest ujemna) kosztem energii kinetycznej, kt·ra maleje do zera 

(jest dodatnia). 

W naszych obliczeniach pominňliŜmy inne siğy, takie jak siğy grawitacyjne wywierane przez 

KsiňŨyc czy SğoŒce.  

 

8.3 Zasada zachowania energii  

     PokazaliŜmy, Ũe gdy na ciağo dziağa tylko siğa zachowawcza to dla dowolnej drogi 

z A do B 

 

k kB kAW E E E=D = - (8.24) 

 

oraz 

( )p pB pAW E E E=-D =- - (8.25) 

 

skŃd wynika, Ũe 

 

( )pB pA kB kAE E E E- - = - (8.26) 

 

lub 

kA pA kB pBE E E E+ = +  (8.27) 

 

R·wnanie (8.27) wyraŨa zasadň zachowania energii mechanicznej. 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Zasada zachowania energii mechanicznej m·wi, Ũe dla ciağa podlegajŃcego 

dziağaniu siğy zachowawczej, suma energii kinetycznej i potencjalnej jest stağa. 

 

PodaliŜmy zasadň zachowania energii mechanicznej dla pojedynczego ciağa, ale ta zasada 

jest bardziej og·lna i obowiŃzuje dla wszystkich odosobnionych ukğad·w ciağ . Ukğady 

odosobnione to takie, na kt·re nie dziağajŃ siğy zewnňtrzne (spoza ukğadu). W takich 

ukğadach suma energii kinetycznych i potencjalnych wszystkich ciağ pozostaje stağa bez 

wzglňdu na oddziağywania w nich zachodzŃce. 
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 Przykğad 

Skoczek na linie "bungee" skacze z punktu A i osiŃga najniŨszy punkt B 

tak jak na rysunku obok. Skoczek korzysta z liny o dğugoŜci l, kt·ra 

rozciŃga siň sprňŨyŜcie (F = -kx), aŨ do zerwania, co nastňpuje gdy lina 

wydğuŨy siň o x = 50% w stosunku do dğugoŜci poczŃtkowej. Ile razy 

wytrzymağoŜĺ liny na zerwanie musi byĺ wiňksza niŨ ciňŨar skoczka, 

Ũeby lina nie urwağa siň? 

W punkcie A grawitacyjna energia potencjalna skoczka liczona 

wzglňdem powierzchni Ziemi wynosi mgh (masň liny pomijamy) 

natomiast energia potencjalna sprňŨystoŜci liny r·wna siň zeru bo lina nie 

jest rozciŃgniňta. Cağkowita energia mechaniczna ukğadu w punkcie A 

wynosi wiňc  

 

AE mgh=  

 

Natomiast energia cağkowita ukğadu w punkcie B 

 
2

( )
2

B

kx
E mg h l x= - - + 

 

jest sumŃ grawitacyjnej energii potencjalnej skoczka i energii potencjalnej sprňŨystoŜci 

rozciŃgniňtej liny r·wnanie (8.14). 

PoniewaŨ siğy grawitacji i sprňŨystoŜci sŃ siğami zachowawczymi wiňc energia mechaniczna 

jest zachowana. UwzglňdniajŃc, Ũe energia kinetyczna skoczka w punktach A i B jest r·wna 

zeru otrzymujemy 

 
2

( )
2

kx
mgh mg h l x= - - + 

lub 
2

0
2

kx
mgl mgx- - = 

 

WstawiajŃc do tego r·wnania maksymalne moŨliwe wydğuŨenie liny x = 0.5l moŨemy 

obliczyĺ graniczny wsp·ğczynnik k liny 

 

12mg
k

l
=  

 

skŃd otrzymujemy 

12
6

2

mg l
F kx mg

l
= = =  

 

WytrzymağoŜĺ liny na zerwanie musi byĺ co najmniej 6 razy wiňksza niŨ ciňŨar skoczka. 
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     Teraz spr·bujemy odpowiedzieĺ na pytanie czy energia jest zachowana w przypadku gdy 

w ukğadzie dziağa siğa niezachowawcza. JeŨeli opr·cz siğy zachowawczej Fz dziağa jeszcze 

siğa niezachowawcza Fnz (np. tarcie) to z twierdzenia o pracy i energii otrzymujemy 

 

z nz kW W E+ =D (8.28) 

 

a poniewaŨ 
z pW E=-D to 

 

nz k pW E E=D +D (8.29) 

 

Widzimy, Ũe siğa tarcia zmienia energiň mechanicznŃ ukğadu (zmniejsza jŃ bo tarcie jest siğŃ 

rozpraszajŃcŃ). Pozostaje wyjaŜniĺ co stağo siň ze "straconŃ" energiŃ mechanicznŃ. Okazuje 

siň, Ũe zostaje ona przeksztağcona na energiň wewnňtrznŃ U , kt·ra objawia siň wzrostem 

temperatury ciağa i otoczenia. Zmiana energii wewnňtrznej ȹU jest r·wna rozproszonej 

energii mechanicznej 

 

0k pE E UD +D +D = (8.30) 

 

Z r·wnania (8.30) wynika, Ũe 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Energia cağkowita, tj. suma energii kinetycznej, energii potencjalnej i energii 

wewnňtrznej w ukğadzie odosobnionym nie zmienia siň. Mamy wiňc zasadň 

zachowania energii cağkowitej. Inaczej m·wiŃc energia moŨe byĺ przeksztağcana 

z jednej formy w innŃ, ale nie moŨe byĺ wytwarzana ani niszczona; energia 

cağkowita jest wielkoŜciŃ stağŃ. 

 

Na zakoŒczenie uwzglňdnijmy jeszcze dodatkowo siğň Fzew wywieranŃ na ukğad przez 

czynnik zewnňtrzny. JeŨeli dziağa taka siğa to r·wnanie (8.28) przyjmuje postaĺ 

 

zew z nz kW W W E+ + =D (8.31) 

 

i w konsekwencji otrzymujemy 

 

zew k pW E E U=D +D +D (8.32) 

 

Praca wykonana przez czynnik zewnňtrzny r·wna jest sumie zmian energii kinetycznej, 

potencjalnej i energii wewnňtrznej ukğadu. W ten spos·b uwzglňdniliŜmy juŨ cağŃ energiň.  

 

     Zasada zachowania energii naleŨy do najbardziej podstawowych praw fizyki. Wszystkie 

nasze doŜwiadczenia pokazujŃ, Ũe jest to prawo bezwzglňdnie obowiŃzujŃce; nie znamy 

wyjŃtk·w od tego prawa. 
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 Ĺwiczenie 8.4 

Piğkň puszczono swobodnie z pewnej wysokoŜci h nad podğoŨem. Podczas odbicia piğka 

traci 1/3 swojej energii mechanicznej, kt·ra zamienia siň na energiň wewnňtrznŃ. Oblicz 

na jakŃ wysokoŜĺ wzniesie siň piğka po 4-tym odbiiu i ile energii mechanicznej zamieniğo 

siň w energiň wewnňtrznŃ? Wynik zapisz poniŨej. 

Wskaz·wka: Skorzystaj z zasady zachowania energii cağkowitej. 

 

h4 =  

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

Jak widzieliŜmy na przykğadzie omawianym w ĺwiczeniu powyŨej, w zderzeniach nie musi 

byĺ zachowana energia mechaniczna. Okazuje siň jednak, Ũe w zderzeniach speğniona jest 

inna zasada zachowania; zasada zachowania pňdu. 
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9 Zasada zachowania pňdu  

9.1 środek masy 

     Dotychczas przedmioty traktowaliŜmy jak punkty materialne, tzn. obdarzone masŃ 

czŃstki bezwymiarowe (o zerowej objňtoŜci) co wystarczağo w przypadku ruchu 

postňpowego ciağ bo ruch jednego punktu odzwierciedlağ ruch cağego ciağa. Jednak 

rzeczywiste ciağa sŃ ukğadami ogromnej liczby atom·w, a ich ruch moŨe byĺ bardzo 

skomplikowany. Ciağo moŨe wirowaĺ lub drgaĺ, w trakcie ruchu czŃstki mogŃ zmieniaĺ 

swoje wzajemne poğoŨenie. Przykğad takiego ruchu jest przedstawiony na rysunku poniŨej. 

 
Rys. 9.1. Ciağo wykonuje skomplikowany ruch obrotowy za wyjŃtkiem jednego punktu, 

kt·ry porusza siň po linii prostej 

 

ZauwaŨmy, Ũe istnieje w tym ukğadzie jeden punkt, kt·ry porusza siň po linii prostej ze stağŃ 

prňdkoŜciŃ. ŧaden inny punkt nie porusza siň w ten spos·b. Ten punkt to Ŝrodek masy . 

Spos·b wyznaczania Ŝrodka masy zilustrujemy nastňpujŃcym przykğadem. 

 

 Przykğad 

RozwaŨamy ukğad dw·ch r·Ũnych mas m1 i m2 pokazanych na rysunku 9.2. 

 
Rys. 9.2. środek masy ukğadu dw·ch mas m1 i m2 

 

PoğoŨenie Ŝrodka masy tego ukğadu definiujemy jako 

 

1 1 2 2
. .

1 2

Ŝr m

m x m x
x

m m

+
=

+
 (9.1) 

lub 
__

1 2
. . 1 2

1 2 1 2

Ŝr m

m m
x x x x

m m m m
= = +

+ +
 (9.2) 
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Widzimy, Ũe poğoŨenie Ŝrodka masy ukğadu punkt·w materialnych wyznaczamy jak ŜredniŃ 

waŨonŃ, przy czym masa tych punkt·w jest czynnikiem waŨŃcym przy tworzeniu Ŝredniej. 

Przez analogiň dla ukğadu n czŃstek (punkt·w materialnych) wsp·ğrzňdna x Ŝrodka masy jest 

dana zaleŨnoŜciŃ 

 

1 1 2 2 1
. .

1 2

1

.....

.....

n

i i

n n i
Ŝr m n

n
i

i

m x
m x m x m x

x
m m m

m

=

=

+ + +
= =

+ + +

ä

ä
 (9.3) 

 

gdzie suma mas mi poszczeg·lnych punkt·w ukğadu jest cağkowitŃ masŃ M ukğadu. 

PostňpujŃc w ten sam spos·b moŨemy wyznaczyĺ pozostağe wsp·ğrzňdne y, z. W wyniku 

otrzymujemy trzy r·wnania skalarne (analogiczne do 9.3), kt·re moŨemy zastŃpiĺ jednym 

r·wnaniem wektorowym 

 

. .

1

1 n

Ŝr m i i

i

m
M =

= är r  (9.4) 

 

ZauwaŨmy, Ũe Ŝrodek masy ukğadu punkt·w materialnych zaleŨy tylko od mas tych punkt·w 

i od wzajemnego ich rozmieszczenia, a nie zaleŨy od wyboru ukğadu odniesienia. Dla ciağ 

o regularnym ksztağcie Ŝrodek masy pokrywa siň ze Ŝrodkiem geometrycznym. 

 

 Ĺwiczenie 9.1 

ZnajdŦ Ŝrodek masy ukğadu trzech czŃstek o masach m1 = 1 kg, m2 = 2 kg i m3 = 3 kg, 

umieszczonych w wierzchoğkach r·wnobocznego tr·jkŃta o boku a = 1 m. Wynik zapisz 

poniŨej. Wskaz·wka: Wybierz ukğadu odniesienia, a nastňpnie oblicz wsp·ğrzňdne x i y 

Ŝrodka masy zgodnie z r·wnaniem (9.3) 

 

xŜr.m. = 

 

yŜr.m. = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

Przedyskutujmy teraz fizyczne znaczenie Ŝrodka masy. 

 

9.2 Ruch Ŝrodka masy  

RozwaŨmy ukğad punkt·w materialnych o masach m1, m2, m3 ..., mn i o stağej cağkowitej 

masie M. Na podstawie r·wnania (9.4) moŨemy napisaĺ 

 

. .

1

n

Ŝr m i i

i

M m
=

=är r  (9.5) 
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R·ŨniczkujŃc (wzglňdem czasu) powyŨsze r·wnanie otrzymujemy zgodnie z r·wnaniami 

(3.1) 

 

1

d d

d d

n
Ŝr.m. i

i

i

M m
t t=

=ä
r r

 

 

. .

1

n

Ŝr m i i

i

M m
=

=äv v  

(9.6) 

 

a po ponownym r·Ũniczkowaniu 

 

1

d d

d d

n
Ŝr.m. i

i

i

M m
t t=

=ä
v v

 

 

. .

1

n

Ŝr m i i

i

M m
=

=äa a  

(9.7) 

 

To ostatnie r·wnanie moŨemy zapisaĺ w postaci 

 

. .

1

n

Ŝr m i

i

M
=

=äa F  (9.8) 

 

Suma (wektorowa) wszystkich siğ dziağajŃcych na poszczeg·lne punkty materialne ukğadu 

jest r·wna wypadkowej sile zewnňtrznej wiňc 

 

. .Ŝr m zewM =a F  (9.9) 

 

Z r·wnania (9.9) wynika, Ũe 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

środek masy ukğadu punkt·w materialnych porusza siň w taki spos·b, jakby cağa 

masa ukğadu byğa skupiona w Ŝrodku masy i jakby wszystkie siğy zewnňtrzne naŒ 

dziağağy. 

 

Z twierdzenia o ruchu Ŝrodka masy wynika, Ũe nawet ciağa materialne bňdŃce ukğadami 

zğoŨonymi z duŨej liczby punkt·w materialnych moŨemy w pewnych sytuacjach traktowaĺ 

jako pojedynczy punkt materialny. Tym punktem jest Ŝrodek masy. To twierdzenie 

obowiŃzuje dla kaŨdego ukğadu punkt·w materialnych. W szczeg·lnoŜci ukğad moŨe byĺ 

ciağem o budowie ciŃgğej (np. ciağo stağe). Wtedy przy obliczeniach Ŝrodka masy sumowanie 

wystňpujŃce w r·wnaniach (9.3), (9.4) zastňpujemy cağkowaniem. Ukğad moŨe teŨ byĺ 

zbiorem czŃstek, w kt·rym wystňpujŃ wszystkie rodzaje ruchu wewnňtrznego. Pojňcie 

Ŝrodka masy jest bardzo uŨyteczne np. do obliczania energii kineycznej. 
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Bardziej zaawansowany przykğad wykorzystania pojňcia Ŝrodka masy (do obliczania 

energii kinetycznej) moŨesz poznaĺ w Dodatku 1, na koŒcu moduğu II. 

9.3 Pňd ukğadu punkt·w materialnych  

     ZdefiniowaliŜmy pňd punktu materialnego jako iloczyn jego masy m i jego prňdkoŜci v . 

PoznaliŜmy teŨ, drugŃ zasadň dynamiki Newtona w postaci 

 

d

dt
=

p
F  (9.10) 

 

JeŨeli jednak zamiast pojedynczego punktu mamy do czynienia z ukğadem, o stağej masie M, 

zğoŨonym z n punkt·w materialnych o masach m1, ......, mn oraz prňdkoŜciach v1, ..., vn to 

ukğad jako cağoŜĺ bňdzie miağ cağkowity pňd P bňdŃcy sumŃ wektorowŃ pňd·w 

poszczeg·lnych punkt·w 

 

1

n

i

i=

=äP p  (9.11) 

 

Por·wnujŃc tň zaleŨnoŜĺ z r·wnaniem (9.6) otrzymujemy zaleŨnoŜĺ 

 

. .Ŝr mM=P v  (9.12) 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Cağkowity pňd ukğadu punkt·w materialnych jest r·wny iloczynowi cağkowitej masy 

ukğadu i prňdkoŜci jego Ŝrodka masy. 

Zgodnie z r·wnaniem (9.7) 

 

. .

d

d

Ŝr.m.
zew Ŝr mM M

t
= =F a

v
 (9.13) 

 

wiňc druga zasada dynamiki Newtona dla ukğadu punkt·w materialnych przyjmuje postaĺ 

 

d

d
zew

t
=

P
F  (9.14) 

 

Ponownie widzimy, Ũe nawet ciağa materialne bňdŃce ukğadami zğoŨonymi z duŨej liczby 

punkt·w materialnych moŨemy w pewnych sytuacjach traktowaĺ jako pojedynczy punkt 

materialny. Tym punktem jest Ŝrodek masy. 

     Z r·wnania (9.14) wynika, Ũe gdy wypadkowa siğa zewnňtrzna r·wna jest zeru Fzew = 0, 

to dla ukğadu o stağej masie, Ŝrodek masy pozostaje w spoczynku lub porusza siň ruchem 

jednostajnym prostoliniowym, przy czym poszczeg·lne punkty ukğadu mogŃ poruszaĺ siň 

po r·Ũnych torach. 

 

To stwierdzenie wprowadza nas w zasadň zachowania pňdu. 
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9.4 Zasada zachowania pňdu  

     Ponownie rozpatrzmy ukğad n punkt·w materialnych. JeŨeli ukğad jest odosobniony, to 

znaczy nie dziağajŃ siğy zewnňtrzne to zgodnie z r·wnaniem (9.14) 

 

d
0 lub const.

dt
= =

P
P  (9.15) 

 

Ten warunek wyraŨa zasadň zachowania pňdu. 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

JeŨeli wypadkowa siğ zewnňtrznych dziağajŃcych na ukğad jest r·wna zeru, to 

cağkowity wektor pňdu ukğadu pozostaje stağy. 

 

Ta sytuacja jest zilustrowana na rysunku poniŨej przykğadowo dla ukğadu trzech 

oddziağywujŃcych mas (punkt·w materialnych). 

 

 
Rys. 9.3. Ukğad trzech oddziağywujŃcych mas  

 

Druga zasada dynamiki Newtona dla tego ukğadu punkt·w materialnych przyjmuje postaĺ 

 

31 2
dd dd

d d d dt t t t
= = + +

pp pP
F  (9.16) 

a poniewaŨ 

 

1
12 13

d
,

dt
= +

p
F F 2

21 23

d
,

dt
= +

p
F F 3

31 32

d

dt
= +

p
F F  (9.17) 

wiňc 

 

12 21 13 31 23 32

d
0 lub const

dt
= + + + + + = =

P
F F F F F F P  (9.18) 

 

jeŨeli nie dziağajŃ siğy zewnňtrzne. 
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Zobaczmy teraz jak zasada zachowania pňdu stosuje siň do wybranej sytuacji. 

 

 Przykğad 

RozwaŨmy dwa ciağa o masach m1 i m2 poğŃczone niewaŨkŃ sprňŨynŃ umieszczone na 

doskonale gğadkim stole (rysunku poniŨej). PrzybliŨamy do siebie te ciağa na pewnŃ 

odlegğoŜĺ (Ŝciskamy sprňŨynň), a nastňpnie puszczamy swobodnie. 

 
Rys. 9.4. Ukğad dw·ch mas poğŃczonych sprňŨynŃ 

 

JeŨeli pod pojňciem ukğad rozumiemy obie masy i sprňŨynň to na ten ukğad nie dziağa Ũadna 

siğa zewnňtrzna (ukğad odosobniony), dziağajŃ tylko siğy pomiňdzy elementami ukğadu. 

Oznacza to, Ũe moŨemy do tego ukğadu stosowaĺ zasadň zachowania pňdu. Przed 

zwolnieniem ciağ pňd ukğadu (w odniesieniu do stoğu) byğ r·wny zeru. Pňd zostaje 

zachowany wiňc pozostaje taki sam po zwolnieniu obu ciağ. ChociaŨ poszczeg·lne ciağa 

poruszajŃ siň i ich pňdy sŃ r·Ũne od zera to pňd ukğadu moŨe byĺ r·wny zeru. Pňd ukğadu 

bňdŃcy wielkoŜciŃ wektorowŃ jest sumŃ ujemnego pňdu ciağa m1 (porusza siň w kierunku 

-x) i dodatniego pňdu ciağa m2 (porusza siň w kierunku +x). Pňd niewaŨkiej sprňŨyny jest 

r·wny zeru. Z zasady zachowania pňdu wynika, Ũe pňd poczŃtkowy ukğadu jest r·wny 

pňdowi w dowolnej chwili co moŨemy zapisaĺ w postaci r·wnania 

 

1 1 2 20 m m= +v v  (9.19) 

lub 

 

2 2 1 1m m=-v v  (9.20) 

 

Przykğadowo gdy m1 = 1 kg i m2 = 2 kg to v1 jest dwukrotnie wiňksza od v2 i ma przeciwny 

zwrot. 

 

 Ĺwiczenie 9.2 

Spr·buj teraz zastosowaĺ te samŃ zasadň do opisu rozpadu promieniotw·rczego. 

SpoczywajŃce jŃdro uranu emituje, z prňdkoŜciŃ 107 m/s, czŃstkň Ŭ (jŃdro atomu helu ). 

Oblicz prňdkoŜĺ odrzutu powstağego w tym rozpadzie jŃdra toru. Stosunek masy czŃstki Ŭ 

do masy jŃdra toru wynosi MŬ/MTh = 4/234. Wynik zapisz poniŨej.  

Wskaz·wka: Skorzystaj z r·wnania (9.19) 

 

vTh. = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 
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Analogicznie posğugujŃc siň zasadŃ zachowania pňdu moŨna wytğumaczyĺ zjawisko odrzutu 

wystňpujŃce przy strzelaniu z broni palnej. Zjawisko odrzutu ma jednak waŨne praktyczne 

znaczenie. Zostağo wykorzystane w silnikach odrzutowych i rakietowych, w kt·rych 

wyrzucane spaliny nadajŃ samolotowi (rakiecie) przeciwnie skierowany pňd. Zjawisko to 

jednak r·Ũni siň od opisanych powyŨej, bo w przeciwieŒstwie do ukğad·w gdzie masa 

element·w skğadowych pozostawağa stağa masa wyrzucanych spalin i masa rakiety 

zmieniajŃ siň. 

 

 

Przykğad zastosowania zasad zachowania pňdu dla ukğadu o zmiennej masie 

(rakieta) moŨesz poznaĺ w Dodatku 2, na koŒcu moduğu II. 

 

Wiemy juŨ, Ũe jeŨeli wypadkowa siğ zewnňtrznych dziağajŃcych na ukğad jest r·wna zeru to 

speğniona jest zasada zachowania pňdu. W takim ukğadzie mogŃ jednak dziağaĺ siğy 

wewnňtrzne, na przykğad siğy wystňpujŃce przy zderzeniach miňdzy czŃsteczkami gazu. 

I wğaŜnie dlatego moŨemy skorzystaĺ z zasady zachowania pňdu do opisu zderzeŒ. 
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10 Zderzenia  

     Termin zderzenia obejmuje w fizyce szerokŃ klasň zjawisk. Do tej kategorii zaliczamy 

na przykğad zderzenia kul bilardowych czy uderzenia piğki o Ŝcianň. W tych przypadkach 

zderzajŃce siň ciağa stykajŃ siň bezpoŜrednio i w punkcie ich zetkniňcia pojawia siň bardzo 

duŨa siğa kontaktowa. Jednak oddziağywujŃce ciağa nie muszŃ siň stykaĺ ze sobŃ, a i tak 

moŨemy m·wiĺ o ich zderzeniu. Dotyczy to na przykğad oddziağywania czŃstek 

nağadowanych za poŜrednictwem pola elektrycznego: odpychanie elektrostatyczne wpğywa 

na ruch "zderzajŃcych siň" czŃstek. Pod pojňcie zderzeŒ moŨemy podciŃgnŃĺ r·wnieŨ 

reakcje jŃdrowe. Przykğadowo, neutron w trakcie zderzenia z jŃdrem moŨe wniknŃĺ do 

niego. MoŨemy r·wnieŨ rozszerzyĺ definicjň zderzeŒ o rozpady czŃstek. CechŃ 

charakterystycznŃ tych wszystkich zjawisk jest wystňpowanie siğ impulsowych , to jest siğ 

dziağajŃcych przez bardzo kr·tki czas. 

10.1 Zderzenia w przestrzeni jednowymiarowej 

     WğaŜnie ze wzglňdu na kr·tki czas dziağania nie moŨemy na og·ğ zmierzyĺ siğ 

dziağajŃcych podczas zderzenia. Wiemy jednak, Ũe musi byĺ speğniona zasada zachowania 

pňdu (wystňpujŃ tylko siğy wewnňtrzne oddziağywania miňdzy zderzajŃcymi siň obiektami, 

a siğy zewnňtrzne sŃ r·wne zeru), oraz zasada zachowania energii cağkowitej. Wobec tego 

nawet nie znajŃc szczeg·ğ·w oddziağywania moŨna, stosujŃc te zasady, spr·bowaĺ 

przewidzieĺ wynik zderzenia. 

 

 

Definicja 

Gdy dwa ciağa zderzajŃ siň to zderzenie moŨe byĺ sprňŨyste (elastyczne) lub 

niesprňŨyste (nieelastyczne) w zaleŨnoŜci od tego czy energia kinetyczna jest 

zachowana podczas tego zderzenia czy teŨ nie. 

 

W zderzeniu sprňŨystym cağkowita energia kinetyczna jest zachowana podczas gdy 

w zderzeniu niesprňŨystym ciağa tracŃ czňŜĺ energii kinetycznej. Kiedy dwa ciağa po 

zderzeniu ğŃczŃ siň m·wimy, Ũe zderzenie jest cağkowicie niesprňŨyste . 

 

 Przykğad 

Jako przykğad rozpatrzymy, zderzenie sprňŨyste dw·ch gğadkich nie wirujŃcych kul 

o masach m1 i m2. Przed zderzeniem kule poruszajŃ siň wzdğuŨ linii ğŃczŃcej ich Ŝrodki 

(zderzenie centralne ) z prňdkoŜciami odpowiednio v1 i v2 na przykğad tak jak na rysunku 

poniŨej. Naszym celem jest znalezienie prňdkoŜci u1 i u2 tych kul po zderzeniu. 

 
Rys. 10.1. Kule o masach m1 i m2 przed (a) i po (b) zderzeniu 
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Z zasady zachowania pňdu dla ukğadu obu kul otrzymujemy 

 

1 1 2 1 1 2 2m m m u m u+ = +
2

v v  (10.1) 

 

PoniewaŨ zderzenie jest sprňŨyste to zgodnie z definicjŃ energia kinetyczna jest zachowana 

w tym zderzeniu 

 
2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2

m m m u m u
+ = +

v v
 (10.2) 

 

RozwiŃzujemy ukğad dw·ch r·wnaŒ (10.1) i (10.2) z dwoma niewiadomymi u1, u2 

i otrzymujemy 

 

1 2 2
1 1 2

1 2 1 2

2m m m
u

m m m m

å õ å õ-
= +æ ö æ ö

+ +ç ÷ ç ÷
v v  (10.3) 

oraz 

1 2 1
2 1 2

1 2 1 2

2m m m
u

m m m m

å õ å õ-
= +æ ö æ ö

+ +ç ÷ ç ÷
v v  (10.4) 

 

Rozpatrzmy teraz kilka przypadk·w. W kaŨdym z nich, posğugujŃc siň zaleŨnoŜciami (10.3) 

i (10.4) obliczymy prňdkoŜci ciağ po zderzeniu u1 i u2. 

 

¶ Zderzenie dw·ch identycznych ciağ m1 = m2 = m. RozwiŃzanie: u1 = v2, u2 = v1. Ciağa 

wymieniajŃ siň prňdkoŜciami i zarazem pňdami. 

Na przykğad gdy podczas gry w bilard poruszajŃca siň z prňdkoŜciŃ v  kula zderza siň 

centralnie z drugŃ identycznŃ ale nieruchomŃ kulŃ to sama zatrzymuje siň, 

a spoczywajŃca dotychczas kula zaczyna poruszaĺ siň z prňdkoŜciŃ v . 

¶ Lekka czŃstka zderza siň centralnie z ciňŨkim nieruchomym jŃdrem lub piğka uderza 

o Ŝcianň; m1 << m2, v2 =0. RozwiŃzanie: u1 = -v2, u2 = 0.  

Piğka odbija siň sprňŨyŜcie od Ŝciany wiňc prňdkoŜĺ zmienia znak (wektor zmienia 

zwrot), a Ŝciana pozostaje nieruchoma. 

¶ Sytuacja odwrotna, ciňŨka czŃstka uderza w nieruchomŃ czŃstkň lekkŃ; m1 >> m2 oraz 

v2 = 0. RozwiŃzanie: u1 = v1, u2 = 2v1. 

CzŃstka lekka uzyskuje prňdkoŜĺ dwukrotnie wiňkszŃ od czŃstki ciňŨkiej, kt·rej 

prňdkoŜĺ (pňd) nie ulega zmianie. 

 

PowyŨsza analiza pokazuje na przykğad jak dobieraĺ materiağ spowalniajŃcy neutrony 

w reaktorze. Neutrony muszŃ byĺ spowalniane aby podtrzymaĺ proces rozszczepienia. 

W tym celu zderza siň je sprňŨyŜcie z jŃdrami (spoczywajŃcymi) spowalniacza. Gdyby 

w spowalniaczu byğy ciňŨkie jŃdra to neutrony zderzajŃc siň "odbijağyby" siň nie tracŃc nic 

z prňdkoŜci (przypadek b). Gdyby natomiast spowalniaczem byğy czŃstki lekkie, np. 

elektrony, to neutrony poruszağyby siň wŜr·d nich praktycznie bez zmiany prňdkoŜci 

(przypadek c). Zatem trzeba wybraĺ moderator (spowalniacz) o masie jŃder por·wnywalnej 

z masŃ neutron·w (przypadek a). 
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 Ĺwiczenie 10.1 

SprawdŦ, jakŃ czňŜĺ swej energii kinetycznej traci neutron o masie m1 w zderzeniu 

centralnym z bňdŃcym w spoczynku jŃdrem atomowym o masie m2 ? Obliczenia wykonaj 

dla jŃdra oğowiu m2 = 206 m1, jŃdra wňgla i jŃdra wodoru m2 = m1. 

Wynik zapisz poniŨej. Wskaz·wka: Skorzystaj z r·wnania (10.3) uwzglňdniajŃc, Ũe v2 = 0. 

 

dla oğowiu k

k

E

E

D
 =  

dla wňgla k

k

E

E

D
 =  

dla wodoru k

k

E

E

D
 =  

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

     RozwaŨmy teraz przypadek zderzenia cağkowicie niesprňŨystego. Przy zderzeniach 

niesprňŨystych energia kinetyczna nie jest zachowana. Energia bňdŃca r·ŨnicŃ pomiňdzy 

poczŃtkowŃ i koŒcowŃ energiŃ kinetycznŃ przechodzi w inne formy energii na przykğad 

w ciepğo lub energiň potencjalnŃ zwiŃzanŃ z deformacjŃ ciağa podczas zderzenia. Tak jest 

w przypadku wahadğa balistycznego, kt·re sğuŨy do pomiaru prňdkoŜci pocisk·w. Skğada siň 

ono z bloku drewnianego o masie M, wiszŃcego na dw·ch sznurach. Pocisk o masie m, 

majŃcy prňdkoŜĺ poziomŃ v, wbija siň w klocek i zatrzymuje w nim. Po zderzeniu wahadğo 

tzn. klocek z tkwiŃcym w nim pociskiem wychyla siň i podnosi na maksymalnŃ wysokoŜĺ h 

tak jak pokazano na rysunku poniŨej. 

 
Rys. 10.2. Wahadğo balistyczne 

 

Pňd przed zderzeniem jest r·wny pňdowi pocisku, bo klocek jest nieruchomy. Natomiast po 

zderzeniu klocek i pocisk poruszajŃ siň razem. StosujŃc zasadň zachowania pňdu 

otrzymujemy 

( )m m M u= +v  (10.5) 
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gdzie u jest prňdkoŜciŃ ukğadu klocek - pocisk zaraz po zderzeniu. W zderzeniu, czňŜĺ energii 

kinetycznej pocisku jest tracona min. na ciepğo i odksztağcenie klocka, w kt·ry pocisk siň 

wbija. Pozostağa czňŜĺ energii kinetycznej zamienia siň po zderzeniu w potencjalnŃ energiň 

grawitacji co moŨemy zapisaĺ w postaci r·wnania 

 

21
( ) ( )

2
m M u m M gh+ = +  (10.6) 

 

RozwiŃzujŃc ostatnie dwa r·wnania otrzymujemy 

 

2
m M

gh
m

+
=v  (10.7) 

 

Wystarczy wiňc zmierzyĺ wysokoŜĺ h oraz masy m i M aby m·c wyznaczyĺ prňdkoŜĺ 

pocisku v . 

 

 Ĺwiczenie 10.2 

SprawdŦ jaka czňŜĺ poczŃtkowej energii zostaje zachowana w tym zderzeniu. Przyjmij 

masň pocisku m = 5 g, a masň klocka M = 2 kg. Wynik zapisz poniŨej.  

Wskaz·wka: Skorzystaj z r·wnania (10.7) i oblicz iloraz 

 

2

2

1
( )

2
1

2

m M u

m

+

=

v

 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

 

KorzystajŃc z programu komputerowego ĂZderzenia 

centralneò, dostňpnego na stronie WWW autora i na 

stronie Open AGH, moŨesz przeŜledziĺ wynik 

zderzenia dwu kul poruszajŃcych siň wzdğuŨ linii 

ğŃczŃcej ich Ŝrodki (zderzenia centralne ï 

jednowymiarowe) w zaleŨnoŜci od ich prňdkoŜci 

poczŃtkowych jak i ich masy oraz wsp·ğczynnika 

restytucji  wyraŨajŃcego stosunek prňdkoŜci 

wzglňdnych ciağ po zderzeniu i przed zderzeniem. Dla zderzen sprňŨystych 

wsp·ğczynnik ten ma wartoŜĺ 1, a dla zderzen cağkowicie niesprňŨystych 0.  

 

10.2 Zderzenia na pğaszczyŦnie 

     Dotychczas zajmowaliŜmy siň zderzeniami czŃstek w przestrzeni jednowymiarowej. 

Teraz rozpatrzymy najprostszy przypadek wielowymiarowy; zajmiemy siň zderzeniami 

sprňŨystymi na pğaszczyŦnie. Zaczniemy od analizy zderzenia sprňŨystego ukoŜnego kuli 
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o masie m i prňdkoŜci v  ze ŜcianŃ. Naszym celem jest znalezienie prňdkoŜci kuli po 

zderzeniu. 

Ruch kuli opisujemy w ukğadzie wsp·ğrzňdnych x i y zwiŃzanym ze ŜcianŃ, oŜ x pokazuje 

kierunek prostopadğy do Ŝciany, y - kierunek r·wnolegğy, a poczŃtek ukğadu umieszczamy 

na powierzchni Ŝciany w punkcie zderzenia. W tak wybranym ukğadzie wsp·ğrzňdnych 

rozkğadamy na skğadowe wektor prňdkoŜci v  (rysunek 10.3) 

 

cos

sin

x

y

a

a

=

=

v v

v v
 (10.8) 

 

Na przykğadzie rzutu ukoŜnego (punkt 3.2) pokazaliŜmy, Ũe taki ruch na pğaszczyŦnie moŨna 

traktowaĺ jak dwa niezaleŨne ruchy jednowymiarowe. Ruch kuli w kierunku y odbywa siň 

r·wnolegle do Ŝciany wiňc skğadowa vy nie ulega zmianie przy odbiciu. Natomiast skğadowa 

prostopadğa do powierzchni Ŝciany, po zderzeniu zmienia znak na przeciwny, kula odbija siň 

od Ŝciany jak w przykğadzie (b) w poprzednim rozdziale. StŃd prňdkoŜĺ kuli po zderzeniu 

(odbiciu siň od Ŝciany) 

 
2 2 2 2( cos ) ( sin )x yu a a= + = - + =v v v v v  (10.9) 

 

PrňdkoŜĺ po odbiciu od Ŝciany jest taka sama jak przed odbiciem, a kŃt odbicia jest r·wny 

kŃtowi padania (rysunek poniŨej). 

 
Rys. 10.3. SprňŨyste zderzenie kuli ze ŜcianŃ 

 

     Teraz rozpatrzymy ukoŜne, sprňŨyste zderzenie kuli bilardowej poruszajŃcej siň 

z prňdkoŜciŃ v1 z drugŃ identycznŃ spoczywajŃca kulŃ. Takie zagranie stosuje siň, Ũeby 

skierowaĺ wybranŃ kulň pod pewnym kŃtem w bok. Dzieje siň tak, gdy Ŝrodek kuli 

spoczywajŃcej nie leŨy na linii wzdğuŨ, kt·rej porusza siň pierwsza kula. Takie zderzenie 

jest pokazane na rysunku poniŨej. 
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Rys. 10.4. Zderzenia kul bilardowych 

 

Zgodnie z zasadŃ zachowania pňdu i zasadŃ zachowania energii 

 

1 1 2m m m= +u uv  

 
2 2 2

1 1 2

2 2 2

m mu mu
= +

v
 

(10.10) 

lub 

1 1 2= +u uv  

 
2 2 2

1 1 2u u= +v  

(10.11) 

 

Z r·wnaŒ tych wynika, Ũe wektory v1, u1 i u2 tworzŃ boki tr·jkŃta prostokŃtnego 

(twierdzenie Pitagorasa) tak jak na rysunku 10.5. 

 
Rys. 10.5. PrňdkoŜci kul przed i po zderzeniu 

 

Oznacza to, Ũe dla dowolnego kŃta Ŭ (0, ˊ/2) po zderzeniu kule bňdŃ zawsze poruszağy siň 

wzglňdem siebie pod kŃtem prostym. WartoŜĺ kŃta Ŭ zaleŨy natomiast od tak zwanego 

parametru zderzenia  czyli odlegğoŜci miňdzy pierwotnym kierunkiem ruchu kuli 

pierwszej, a Ŝrodkiem kuli spoczywajŃcej.  
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MoŨesz przeŜledziĺ wynik sprňŨystego zderzenia 

dwu kul w zaleŨnoŜci od prňdkoŜci wzglňdnej kul i 

stosunku ich mas oraz parametru zderzenia, 

korzystajŃc z programu komputerowego 

ĂZderzenia sprňŨyste w dw·ch wymiarachò, 

dostňpnego na stronie WWW autora i na stronie 

Open AGH.  

 

Ten rozdziağ koŒczy drugi moduğ; moŨesz teraz przejŜĺ do podsumowania i zadaŒ testowych. 
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Podsumowanie 

¶ Praca W wykonana przez F jest iloczynem skalarnym siğy F i wektora przesuniňcia s. 

Praca wykonana przez siğň stağŃ cosW Fs a= Ö =F s , a przez siğň zmiennŃ dW= ÖñF s

. 

¶ Energia kinetyczna jest definiowana jako 21

2
kE m= v . 

¶ Moc jest szybkoŜciŃ wykonywania pracy 
d

d

W
P

t
= . 

¶ JeŨeli siğa F jest siğŃ zachowawczŃ to zmiana energii potencjalnej jest r·wna 

d

B

pE WD =- =- Öñ
A

F s. Dla siğ zachowawczych ta cağka nie zaleŨy od drogi od A do B, 

na kt·rej wykonujemy pracň, a tylko od poğoŨenia punkt·w A i B. 

¶ Zasada zachowania energii mechanicznej m·wi, Ũe dla ciağa podlegajŃcego dziağaniu 

siğy zachowawczej, suma energii kinetycznej i potencjalnej jest stağa.  

¶ JeŨeli dziağajŃ siğy niezachowawcze to zamieniajŃ one energiň mechanicznŃ na energiň 

wewnňtrznanŃ. 

¶ Grawitacyjna energia potencjalna wynosi ( )p

Mm
E r G

r
=-  

¶ Potencjağ pola grawitacyjnego definiujemy jako 
( )

( )
pE r M

V r G
m r

= =-  

¶ Zasada zachowania pňdu w ukğadzie odosobnionym m·wi, Ũe jeŨeli wypadkowa siğ 

zewnňtrznych dziağajŃcych na ukğad jest r·wna zeru, to cağkowity wektor pňdu ukğadu 

pozostaje stağy. 
d

0 const .
d

wyp
t

= = Ý =
P

F P  

¶ W zderzeniu sprňŨystym cağkowita energia kinetyczna jest taka sama po zderzeniu jak 

przed zderzeniem podczas gdy w zderzeniu niesprňŨystym ciağa tracŃ czňŜĺ energii 

kinetycznej. Kiedy dwa ciağa po zderzeniu ğŃczŃ siň m·wimy, Ũe zderzenie jest 

cağkowicie niesprňŨyste. 
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Materiağy dodatkowe do Moduğu II 

Energia kinetyczna w ukğadzie Ŝrodka masy  

     Rozpatrzmy ukğad, o stağej masie M, zğoŨony z n punkt·w materialnych o masach 

m1,. ..., mn oraz prňdkoŜciach v1, ....., vn. Energia kinetyczna tego ukğadu mierzona 

wzglňdem Ŝrodka masy jest dana wyraŨeniem 

 

2

1 1

( )( )

2 2

n n

i i i Ŝr.m. i.wzg Ŝr.m. i.wzg

i i
k

m m

E = =

+ +

= =
ä äv v v v v

 
(II.1.1) 

 

gdzie vŜr.m. jest prňdkoŜciŃ Ŝrodka masy, a v i,wzg jest prňdkoŜciŃ i-tego punktu mierzonŃ 

w ukğadzie Ŝrodka masy. WykonujŃc mnoŨenie skalarne otrzymujemy 

 

2

21 1
. .

12 2

n n

i i i.wzgn
i i

k Ŝr m Ŝr.m. i i.wzg

i

m m

E m= =

=

= + +
ä ä

ä
v

v v v  
(II.1.2) 

 

Zgodnie z r·wnaniem (9.6) 

.

1

n

i i.wzg Ŝr m.wzg

i

m M
=

=ä v v  

 

a poniewaŨ prňdkoŜĺ Ŝrodka masy mierzona wzglňdem Ŝrodka masy jest r·wna zeru vŜr.m.,wzg 

= 0 wiňc drugi wyraz w r·wnaniu (II.1.2) znika. Ostatecznie 

 
2

'. .

2

Ŝr m
k k

M
E E= +

v
 (II.1.3) 

 

gdzie Ek' jest energiŃ kinetycznŃ mierzonŃ w ukğadzie Ŝrodka masy. Zastosowanie tego 

r·wnania zilustrujemy obliczajŃc energiň kinetycznŃ obrňczy o masie m toczŃcej siň po 

pğaszczyŦnie tak, Ũe Ŝrodek obrňczy ma prňdkoŜĺ v  (rysunek poniŨej) 

 
PoniewaŨ w ukğadzie Ŝrodka masy ciağo sztywne moŨe mieĺ tylko energiň obrotowŃ 

(rotacyjnŃ ) wiňc r·wnanie (3) przyjmuje postaĺ 
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2

.

2 2

obrot wzg

k

mm
E = +

2 vv
 (II.1.4) 

gdzie vobrot,wzg to prňdkoŜĺ obrňczy w ukğadzie Ŝrodka masy. PoniewaŨ obserwator 

w ukğadzie Ŝrodka masy widzi obrňcz obracajŃcŃ siň z prňdkoŜciŃ v  wiňc vobrot,wzg = v .  

StŃd 

 

2 2
k

m m
E m= + =

2 2

2v v
v  (II.1.5) 

 

ZauwaŨmy, Ũe obrňcz ma energiň dwa razy wiňkszŃ od ciağa o masie m poruszajŃcego siň 

z tŃ samŃ prňdkoŜciŃ v  (ale nie obracajŃcego siň). 

 

Ukğady o zmiennej masie  

     Rozpatrzymy ukğad, kt·ry stanowi rakieta wyrzucajŃca ze swej dyszy gorŃcy gaz z duŨŃ 

prňdkoŜciŃ, zmniejszajŃc w ten spos·b swojŃ masň i zwiňkszajŃc prňdkoŜĺ (rysunek 

poniŨej). 

 
Napňd odrzutowy rakiety 

 

Spaliny opuszczajŃ silnik rakiety ze stağŃ prňdkoŜciŃ vs wzglňdem Ziemi. PrňdkoŜĺ 

chwilowa rakiety wzglňdem Ziemi jest r·wna v, zatem prňdkoŜĺ spalin wzglňdem rakiety 

vwzg jest dana zaleŨnoŜciŃ 

 

wzg s= -v v v  (II.2.1) 

 

JeŨeli w przedziale czasu dt z rakiety wyrzucona zostaje masa dms z prňdkoŜciŃ vs to masa 

rakiety maleje o dm, a jej prňdkoŜĺ roŜnie o dv , przy czym 

 

d d

d d

sm m

t t
=-  (II.2.2) 

 

Znak minus wynika stŃd, Ũe masa rakiety maleje. Obliczamy teraz zmianň pňdu P ukğadu w 

czasie dt 

 

rakietyd dd

d d d

spalin

t t t
= +

p pP
 (II.2.3) 
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lub 

 

dd d( )

d d d

s
s

mm

t t t
= +

P v
v  (II.2.4) 

skŃd ostatecznie 

 

dd d d

d d d d

s
s

mm
m

t t t t
= + +

P v
v v  (II.2.5) 

 

R·wnanie to uwzglňdnia fakt, Ũe w przypadku rakiety zmienia siň zar·wno jej masa jak 

i prňdkoŜĺ podczas gdy spaliny sŃ wyrzucane ze stağŃ prňdkoŜciŃ.  

Zmiana pňdu ukğadu jest zgodnie z drugŃ zasadŃ dynamiki Newtona r·wna sile zewnňtrznej 

dziağajŃcej na ukğad. UwzglňdniajŃc zaleŨnoŜci (II.2.1) i (II.2.2) moŨemy przeksztağciĺ 

r·wnanie (II.2.5) do postaci 

 

dd d

d d d

s
zew wzg

m
F m

t t t
= = +

P v
v  (II.2.6) 

 

Ostatni wyraz w r·wnaniu (II.2.6) moŨe byĺ interpretowany jako siğa wywierana na ukğad 

przez substancjň (spaliny), kt·ra z niego wylatuje. W przypadku rakiety (samolotu) nosi ona 

nazwň siğy ciŃgu . 

 

 Przykğad 

Samolot odrzutowy leci z prňdkoŜciŃ 250 m/s i z takŃ prňdkoŜciŃ jest wciŃgane do jego 

silnika powietrze. W kaŨdej sekundzie silnik samolotu spala mieszankň paliwowŃ skğadajŃcŃ 

siň z 75 kg powietrza i 3 kg paliwa, a prňdkoŜĺ wyrzucania spalin wynosi 500 m/s.  

Siğň ciŃgu obliczamy zgodnie ze wzorem (II.2.6) przy czym prňdkoŜĺ wzglňdna jest r·wna 

r·Ũnicy prňdkoŜci wyrzucania spalin i wciŃgania powietrza vwzg = 250 m/s, a masa spalin 

wyrzucanych w jednostce czasu wynosi 78 kg/s. StŃd otrzymujemy siğň ciŃgu r·wnŃ 

1.95Ŀ104 N. 

 

    JeŨeli ruch rakiety odbywa siň w przestrzeni kosmicznej to siğy zewnňtrzne Fzew sŃ do 

zaniedbania i wtedy zmiana pňdu rakiety jest r·wna sile ciŃgu (jest speğniona zasada 

zachowania pňdu). Natomiast gdy ruch odbywa siň w pobliŨu Ziemi (np. tuŨ po starcie) to 

w·wczas Fzew reprezentuje ciňŨar rakiety i siğň oporu atmosfery i trzeba jŃ uwzglňdniĺ. 

Konstruktorzy rakiet starajŃ siň uzyskaĺ jak najwiňkszŃ siğň ciŃgu aby przezwyciňŨyĺ Fzew. 

Na przykğad rakieta Saturn 5, o masie ponad 3000 ton, wytwarzağa przy starcie siğň ciŃgu 

40 MN. 
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RozwiŃzania ĺwiczeŒ z moduğu II 

 

Ĺwiczenie 7.2 

Dane: F(x) = kx. 

Wykres funkcji F(x) = kx jest pokazany na rysunku poniŨej. 

 
ZaleŨnoŜĺ siğy sprňŨystoŜci od rozciŃgniňcia x sprňŨyny 

 

Pole pod wykresem jest polem tr·jkŃta o podstawie x i wysokoŜci F(x) i wynosi 

 

2

1
( )

2

1

2

S W xF x

S kx

= =

=

 

 

Otrzymana wartoŜĺ jest identyczna z tŃ danŃ r·wnaniem (7.5).  

Na tym samym rysunku pokazany jest r·wnieŨ wykres Fs(x). Zwr·ĺ uwagň, Ũe "dodatnia" 

praca wykonana przez siğň F (czğowieka) jest r·wna co do wartoŜci "ujemnej" pracy 

wykonanej przez sprňŨynň. 

 

Ĺwiczenie 8.2 

energia potencjalna klocka m1 wzglňdem podğogi + 

energia potencjalna klocka m2 wzglňdem stoğu - 

praca wykonana przez siğň grawitacji + 

praca wykonana przez siğň tarcia - 

zmiana energii potencjalnej ukğadu - 

zmiana energii kinetycznej klocka m1 + 

zmiana energii kinetycznej klocka m2 + 

 

1) Klocki (poğŃczone nierozciŃgliwŃ nitkŃ) poruszajŃ siň z takim samym przyspieszeniem, 

wiňc w kaŨdej chwili posiadajŃ takŃ samŃ prňdkoŜĺ v = v1 = v2, stŃd ich energie kinetyczne 

(w dowolnej chwili) sŃ odpowiednio r·wne 
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2 2

1 2
1 2,

2 2
k k

m m
E E= =

v v
 

 

PoniewaŨ, ich energie kinetyczne w chwili poczŃtkowej r·wne byğy zeru (v0 = 0) to zmiany 

energii kinetycznej sŃ r·wne wğaŜnie powyŨszym wartoŜciom Ek 

 
2 2

1 2
1 2,

2 2
k k

m m
E ED = D =

v v
 

 

Widaĺ, Ũe bezwzglňdna zmiana energii kinetycznej zaleŨy od masy ciağa. 

 

2) Zmiana cağkowitej energii kinetycznej ukğadu jest co do bezwzglňdnej wartoŜci r·wna 

zmianie energii potencjalnej ukğadu tylko wtedy gdy dziağajŃ siğy zachowawcze. PoniewaŨ 

wystňpuje tarcie pomiňdzy stoğem i klockiem m1, kt·re jest siğŃ niezachowawczŃ, wiňc tylko 

czňŜĺ z nagromadzonej energii potencjalnej klocka m2 jest podczas jego ruchu w d·ğ 

zamieniana na energiň kinetyczna (obu klock·w). Bezwzglňdna zmiana energii kinetycznej 

jest wiňc mniejsza od bezwzglňdnej zmiany energii potencjalnej ukğadu.  

 

Ĺwiczenie 8.3 

Dane: h, Mz, Rz, G.  

Siğa grawitacji jest siğŃ zachowawczŃ wiňc w jej polu 

 

const.k pE E+ =  

 

Na powierzchni Ziemi 

 
2

2

Z
k p

Z

M mm
E E G

R
= =-

v
 

 

a na wysokoŜci h nad powierzchniŃ Ziemi 

 

0
( )

Z
k p

Z

M m
E E G

R h
= =-

+
 

 

ĞŃczŃc powyŨsze r·wnania (korzystajŃc z warunku const.k pE E+ = ) otrzymujemy 

 
2

2 ( )

Z Z

Z Z

M m M mm
G G

R R h
- =-

+

v
 

 

a po przeksztağceniach 

1 1
2 Z

Z Z

GM
R R h

å õ
= -æ ö

+ç ÷
v  



Moduğ II ï RozwiŃzania ĺwiczeŒ 

 111 

Ĺwiczenie 8.4 

Dane: h, strata energii mechanicznej przy odbiciu od podğoŨa s = 1/3. 

Piğka puszczona z wysokoŜci h nad podğoŨem posiada energiň potencjalnŃ Ep = mgh 

(wzglňdem podğoŨa). W trakcie spadania energia potencjalna zamienia siň cağkowicie 

w energiň kinetycznŃ. W chwili odbicia s =1/3 z energii kinetycznej jest zamieniana na 

energiň wewnňtrznŃ, wiňc po odbiciu energia kinetyczna (mechaniczna) jest r·wna 

q = 1 - s = 2/3 energii przed odbiciem. 

Oznacza to, Ũe energia potencjalna jakŃ uzyska ciağo przy wznoszeniu bňdzie r·wna 2/3 

energii poczŃtkowej, a tym samym ciağo po odbiciu wzniesie siň na 2/3 wysokoŜci 

poczŃtkowej. MoŨemy wiňc napisaĺ og·lne wyraŨenie na wysokoŜĺ po n-tym odbiciu od 

podğoŨa 

 

1n nh qh-=  

 

gdzie n = 1, 2, 3,.... Zgodnie z tym oznaczeniem h0 = h jest poczŃtkowŃ wysokoŜciŃ z jakiej 

spada ciağo. Widzimy, Ũe kolejne wysokoŜci tworzŃ ciŃg geometryczny. StŃd 

 
4

4

4

2 16

3 81
h hq h h

å õ
= = =æ ö

ç ÷
 

 

Analogicznie energia mechaniczna zamieniona na energiň wewnňtrznŃ (podczas 4-ech 

odbiĺ) wynosi 

 

4

65

81
E mgh mgh mghD = - =  

 

Ĺwiczenie 9.1 

Dane: m1 = 1 kg, m2 = 2 kg i m3 = 3 kg, a = 1 m. 

PoniewaŨ wynik nie zaleŨy od wyboru ukğadu odniesienia to moŨemy przyjŃĺ dowolny 

ukğad odniesienia w szczeg·lnoŜci taki jak na rysunku poniŨej. 

 
 

Wsp·ğrzňdne x, y poğoŨenia mas m1, m2 i m3 wynoszŃ odpowiednio 
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3
(0,0); ( ,0); ,

2 2

a a
a

å õ
æ öæ ö
ç ÷

 

 

Wsp·ğrzňdne Ŝrodka masy obliczamy zgodnie z r·wnaniem (9.3) 

 

1 1 2 2 3 3
. .

1 2 3

7

12
Ŝr m

m x m x m x
x m

m m m

+ +
= =

+ +
 

 

1 1 2 2 3 3
. .

1 2 3

3

4
Ŝr m

m y m y m y
y m

m m m

+ +
= =

+ +
 

 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe poğoŨenie Ŝrodka masy nie pokrywa siň ze Ŝrodkiem geometrycznym. 

 

Ĺwiczenie 9.2 

Dane: MŬ/MTh = 4/234 (w jednostkach masy atomowej), v  = 107 m/s. 

Ze wzglňdu na nieobecnoŜĺ siğ zewnňtrznych pňd ukğadu, kt·ry przed rozpadem byğ r·wny 

zeru po rozpadzie pozostaje niezmieniony: pňd poczŃtkowy = pňd koŒcowy: 

 

0 Th ThM Ma a= +v v  

 

SkŃd vTh = - 2.4Ŀ105 m/s  

 

Ĺwiczenie 10.1 

Dane: zderzenie sprňŨyste, v2 = 0, oğ·w m2 = 206 m1, wňgiel m2 = 12 m1, wod·r m2 = m1. 

Energia kinetyczna neutronu przed zderzeniem: 

2

1 1
1

2
k

m
E =

v
 

Energia kinetyczna neutronu po zderzeniu: 

2

1 1
2

2
k

m u
E =  

Wzglňdna zmiana energii neutronu podczas zderzenia: 

2 2 2

1 2 1 1 1

2 2

1 1 1

1k k

k

E E u u

E

- -
= = -

v

v v
 

PoniewaŨ, zderzenie odbywa siň z nieruchomym jŃdrem (v2 = 0) to na podstawie wzoru 

(10.3) 

1 2
1 1

1 2

m m
u

m m

å õ-
=æ ö

+ç ÷
v  

wiňc 
2

1 2 1 2 1 2

2

1 1 2 1 2

4
1

( )

k k

k

E E m m m m

E m m m m

å õ- -
= - =æ ö

+ +ç ÷
 

 

dla oğowiu m2 = 206 m1 wiňc
1 2

1

0.02 (2%)k k

k

E E

E

-
=  
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dla wňgla m2 = 12 m1 wiňc 
1 2

1

0.28 (28%)k k

k

E E

E

-
=  

dla wodoru m2 = m1 wiňc 
1 2

1

1 (100%)k k

k

E E

E

-
=  

Wyniki te pokazujŃ dlaczego parafina, kt·ra jest bogata w wod·r jest dobrym 

spowalniaczem (a nie oğ·w).  

 

Ĺwiczenie 10.2 

Dane: m = 5g, M = 2 kg. 

Obliczamy stosunek energii kinetycznej ukğadu klocek ï pocisk, zaraz po zderzeniu, do 

energii kinetycznej pocisku przed zderzeniem. KorzystajŃc ze wzoru (10.7) otrzymujemy 

 

2

2
2

1
( )

( )2
1 1

2
2 2

m M u
m M gh m

m Mm Mm m gh
m

+
+

= =
++å õ

æ ö
ç ÷

v

 

 

PodstawiajŃc dane otrzymujemy stosunek m/(m+M) @ 0.0025. Oznacza to, Ũe zachowane 

zostaje tylko 0.25% poczŃtkowej energii kinetycznej, a 99.75% ulega zmianie w inne formy 

energii.  
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Test II 

1. Ciağo porusza siň ruchem prostoliniowym po gğadkiej poziomej powierzchni. PrňdkoŜĺ 

tego ciağa zmienia siň w czasie ruchu tak jak pokazano na rysunku poniŨej. OkreŜl czy 

praca wykonana przez siğň wypadkowŃ w kolejnych przedziağach czasu t1, t2, t3 i t4 jest 

dodatnia, ujemna czy r·wna zeru? 

 
2. W wyniku dziağania siğy tarcia ciağo o masie m = 5 kg zmniejsza swojŃ prňdkoŜĺ od 

wartoŜci v1 = 10 m/s do wartoŜci v2 = 6 m/s. JakŃ pracň wykonağa siğa tarcia? 

 

3. Siğa, kt·rej zaleŨnoŜĺ od poğoŨenia jest pokazana na rysunku poniŨej, przesuwa ciağo 

o masie m = 1 kg wzdğuŨ linii prostej po poziomej powierzchni. JakŃ pracň wykonuje ta 

siğa przesuwajŃc ciağo od poğoŨenia x0 = 0 do poğoŨenia x = 10 m ? JakŃ prňdkoŜĺ 

uzyskuje to ciağo na drodze 10 m, przy zaniedbaniu tarcia i wszelkich opor·w? PrňdkoŜĺ 

poczŃtkowa ciağa v0 = 0. 

 
4. Pod dziağaniem siğy pňd ciağa wzr·sğ dwukrotnie. Ile razy wzrosğa energia kinetyczna 

tego ciağa? 

5. Sformuğuj zasadň zachowania energii mechanicznej. 
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6. Ciağo o masie m = 1 kg rzucono pionowo w g·rň z prňdkoŜciŃ v0 = 20 m/s. Ile wynosiğa 

energia potencjalna a ile energia kinetyczna tego ciağa na wysokoŜci 15 m? Opory 

powietrza pomijamy. NaleŨy przyjŃĺ g = 10 m/s2. 

7. Ciağo, kt·remu nadano prňdkoŜĺ v0 pionowo w g·rň, wzniosğo siň z powierzchni planety 

na wysokoŜĺ r·wnŃ jej promieniowi. JakŃ prňdkoŜĺ naleŨy nadaĺ ciağu na powierzchni 

tej planety, aby oddaliğo siň od niej nieskoŒczenie daleko? 

8. Na ukğad dziağa stağa siğa zewnňtrzna. Odpowiedz, czy ukğad zachowuje sw·j cağkowity 

pňd? OdpowiedŦ uzasadnij. 

9. Pocisk o masie m = 2 kg wystrzelono z prňdkoŜciŃ v  = 400 m/s z dziağa o masie 

M1 = 2000 kg a nastňpnie taki sam pocisk, z tŃ samŃ prňdkoŜciŃ z dziağa o masie 

M2 = 3000 kg. Por·wnaj energie odrzutu obu dziağ oraz ich pňdy zaraz po wystrzeleniu 

pocisku. 

10. Obiekt o masie m poruszajŃcy siň z prňdkoŜciŃ v  uderza w inny spoczywajŃcy obiekt 

o masie dwukrotnie wiňkszej. Obliczyĺ prňdkoŜĺ obiekt·w tuŨ po zderzeniu, zakğadajŃc, 

Ũe zderzenie jest cağkowicie niesprňŨyste. 

11. Jaki warunek musi byĺ speğniony aby w trakcie cağkowicie niesprňŨystego zderzenia 

dw·ch ciağ ich energia kinetyczna (jakŃ miağy przed zderzeniem) zamieniğa siň 

cağkowicie w ich energiň wewnňtrznŃ (po zderzeniu)? 
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11 Ruch obrotowy 

     W naszych dotychczasowych rozwaŨaniach nad ruchem ciağ traktowaliŜmy je jako 

punkty materialne tzn. jako obiekty obdarzone masŃ, kt·rych rozmiary moŨemy zaniedbaĺ. 

Jednak rzeczywiste ciağa w ruchu mogŃ siň obracaĺ czy wykonywaĺ drgania. W kolejnych 

rozdziağach zajmiemy siň wğaŜnie ruchem obrotowym i drgajŃcym ciağ. Bňdziemy rozwaŨaĺ 

ruch obrotowy ciağ sztywnych tj. obiekt·w, w kt·rych odlegğoŜci wzajemne punkt·w sŃ 

stağe. Zajmiemy siň r·wnieŨ bardziej og·lnym przypadkiem, w kt·rym ciağo sztywne 

wykonuje zar·wno ruch postňpowy jak i obrotowy.  

11.1 Kinematyka ruchu obrotowego  

     Nasze rozwaŨania zaczniemy od wyprowadzenia r·wnaŒ kinematyki ruchu obrotowego, 

podobnych do r·wnaŒ kinematyki ruchu postňpowego. W ruchu obrotowym wielkoŜciŃ 

analogicznŃ do przesuniňcia jest przesuniňcie kŃtowe ű . KŃt ű okreŜla poğoŨenie (kŃtowe) 

punktu P wzglňdem ukğadu odniesienia (rysunek 11.1). 

 
Rys. 11.1. Punkt P obracajŃcego siň ciağa zatacza ğuk o dğugoŜci s 

 

ZwiŃzek ű = s/R miňdzy drogŃ liniowŃ s, a przesuniňciem kŃtowym ű wynika bezpoŜrednio 

z miary ğukowej kŃta ű. W ruchu obrotowym wielkoŜciŃ analogicznŃ chwilowej prňdkoŜci 

liniowej v  jest chwilowa prňdkoŜĺ kŃtowa ɤ  

 

d 1 d

d d

s

t R t R

j
w= = =

v
 (11.1) 

 

W ruchu obrotowym podobnie jak w ruchu po okrňgu ɤ jest teŨ nazywana czňstoŜciŃ 

kŃtowŃ  i jest zwiŃzana z czňstotliwoŜciŃ f relacjŃ 

 

2 f́w=  (11.2) 

 

Podobnie jak chwilowe przyspieszenie liniowe a zostağo zdefiniowane chwilowe 

przyspieszenie kŃtowe Ŭ  
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d 1 d

d d

a

t R t R

w
a= = =

v
 (11.3) 

 

MoŨemy teraz podaĺ opis ruchu obrotowego ze stağym przyspieszeniem kŃtowym Ŭ poprzez 

analogiň do ruchu postňpowego jednostajnie zmiennego. 

 

 Tab. 11.1. 

Ruch postňpowy Ruch obrotowy 

0

2

0 0

const.

2

a

at

at
s s t

=

= +

= + +

v v

v

 0

2

0 0

const.

2

t

t
t

a

w w a

a
j j w

=

= +

= + +

 

 

Pamiňtajmy, Ũe zar·wno prňdkoŜĺ kŃtowa jak i przyspieszenie kŃtowe sŃ wektorami. Na 

rysunku 11.2 poniŨej, pokazane sŃ wektory: prňdkoŜci liniowej v, prňdkoŜci kŃtowej ɤ, 

przyspieszenia stycznego as, przyspieszenia normalnego an i przyspieszenia kŃtowego Ŭ 

punktu P obracajŃcego siň ciağa sztywnego. Punkt P porusza siň ruchem przyspieszonym po 

okrňgu. 

 
Rys. 11.2. Kierunki wektor·w v , ɤ, as, an i Ŭ punktu P poruszajŃcego siň po okrňgu wok·ğ 

pionowej osi 

 

ZwiŃzki pomiňdzy wielkoŜciami liniowymi i kŃtowymi w postaci skalarnej sŃ dane 

r·wnaniami (11.1), (11.3) oraz r·wnaniem (3.14). Natomiast te zaleŨnoŜci w postaci 

wektorowej majŃ postaĺ 

 

s

n

= ³

= ³

= ³

ɤ R

a Ŭ R

a ɤ

v

v

 (11.4) 
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Wiňcej o ruchu przyspieszonym po okrňgu moŨesz przeczytaĺ w Dodatku 1, na 

koŒcu moduğu III. 

 

 

Jednostki 

Z powyŨszych rozwaŨaŒ wynika, Ũe jeŨeli kŃt ű jest mierzony w radianach (rad) to 

jednostkŃ prňdkoŜci kŃtowej ɤ jest radian na sekundň (rad/s), a przyspieszenia 

kŃtowego Ŭ radian na sekundň do kwadratu (rad/s2). 

 

Na zakoŒczenie spr·buj wykonaĺ nastňpujŃce ĺwiczenie. 

 

 Ĺwiczenie 11.1 

W wielu czytnikach CD pğyta ma stağŃ prňdkoŜĺ liniowŃ natomiast zmienia siň jej prňdkoŜĺ 

kŃtowa. Dziňki tej stağej prňdkoŜci liniowej moŨna zachowaĺ jednakowo gňste upakowanie 

informacji na cağym dysku. Ta prňdkoŜĺ dla dysku audio (pojedynczej prňdkoŜci) wynosi 

1.25 m/s. Cağkowita dğugoŜĺ spiralnie naniesionej ŜcieŨki wynosi 5.55 km. średnica 

zewnňtrzna dysku jest r·wna 12 cm, a wewnňtrzna 2.5 cm. Oblicz maksymalnŃ i 

minimalnŃ prňdkoŜĺ kŃtowŃ dysku. Jakie jest Ŝrednie przyspieszenie kŃtowe pğyty podczas 

jej ciŃgğego, cağkowitego odczytu? Pamiňtaj o odpowiednich jednostkach. 

Wynik zapisz poniŨej. Wskaz·wka: Skorzystaj z r·wnaŒ (11.1) i (11.3) 

 

ɤmin = 

 

ɤmax = 

 

Ŭ = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

11.2 Dynamika ruchu obrotowego 

     Jak wynika z naszego codziennego doŜwiadczenia w ruchu obrotowym waŨna jest nie 

tylko wartoŜĺ siğy, ale to gdzie i pod jakim kŃtem jest ona przyğoŨona. Na przykğad, drzwi 

najğatwiej jest otworzyĺ przykğadajŃc siğň na ich zewnňtrznej krawňdzi i pod kŃtem prostym 

do pğaszczyzny drzwi. Siğa przyğoŨona wzdğuŨ pğaszczyzny drzwi jak i siğa przyğoŨona 

w miejscu zawias·w nie pozwalajŃ na ich obr·t. Dla ruchu obrotowego wielkoŜciŃ, kt·ra 

odgrywa rolň analogicznŃ do siğy w ruchu postňpowym jest moment siğy  (tzw. moment 

obrotowy) Ű. JeŨeli siğa F jest przyğoŨona w pewnym punkcie to moment siğy Ű wzglňdem 

tego punktu jest definiowany jako 

 

 
Definicja 

= ³Ű r F (11.5) 

 

gdzie wektor r reprezentuje poğoŨenie punktu wzglňdem wybranego inercjalnego ukğadu 

odniesienia.  
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Moment siğy jest wielkoŜciŃ wektorowŃ, kt·rej wartoŜĺ bezwzglňdna wynosi (iloczyn 

wektorowy) 

 

sinrFt q=  (11.6) 

 

WielkoŜĺ r nazywamy ramieniem siğy . Z r·wnania (11.6) wynika, Ũe tylko skğadowa siğy 

prostopadğa do ramienia sinF F q^=  wpğywa na moment siğy. 

11.2.1 Moment pňdu  

     Zdefiniujmy teraz wielkoŜĺ, kt·ra w ruchu obrotowym odgrywa rolň analogicznŃ do 

pňdu. WielkoŜĺ L nazywamy momentem pňdu  i definiujemy jako 

 

 
Definicja 

= ³L r p  (11.7) 

 

gdzie p jest pňdem punktu materialnego, a r reprezentuje jego poğoŨenie wzglňdem 

wybranego inercjalnego ukğadu odniesienia. WartoŜĺ L wynosi 

 

sinL r p q=  (11.8) 

 

Istnieje bezpoŜrednia zaleŨnoŜĺ pomiňdzy momentem siğy i momentem pňdu. ŧeby jŃ 

wyprowadziĺ zr·Ũniczkujmy obie strony r·wnania (11.7) 

 

( )
d d d d

d d d d

wyp

t t t t
= ³ = ³ + ³ =

= ³ + ³

L r p
r p p r

p r Fv

 (11.9) 

 

PoniewaŨ wektory v  oraz p sŃ r·wnolegğe to ich iloczyn wektorowy jest r·wny zeru. 

Natomiast drugi skğadnik r·wnania jest zgodnie z definicjŃ (11.5) wypadkowym momentem 

siğy. Otrzymujemy wiňc 

 

d

d
wyp

t
=

L
Ű  (11.10) 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Wypadkowy moment siğy dziağajŃcy na punkt materialny jest r·wny prňdkoŜci zmian 

momentu pňdu. 

 

To jest sformuğowanie drugiej zasadň dynamiki ruchu obrotowego. R·wnanie (11.10) jest 

analogiczne do r·wnania (4.6) dla ruchu postňpowego. 

Analogicznie moŨemy sformuğowaĺ pierwszŃ zasadň dynamiki ruchu obrotowego 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Ciağo sztywne, na kt·re nie dziağa moment siğy pozostaje w spoczynku lub porusza 

siň ruchem obrotowym jednostajnym. 
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oraz trzeciŃ zasadň dynamiki ruchu obrotowego 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

JeŨeli dwa ciağa oddziağujŃ wzajemnie, to moment siğ z jakim dziağa ciağo drugie na 

ciağo pierwsze jest r·wny i przeciwnie skierowany do momentu siğy, z jakim ciağo 

pierwsze dziağa na drugie. 

 

11.2.2 Zachowanie momentu pňdu  

     Dla ukğadu n czŃstek moŨemy zsumowaĺ momenty siğ dziağajŃce na poszczeg·lne punkty 

materialne 

 

( )
1

d d

d d

n

i i
i it t=

= =ä ä
L

Ű L  (11.11) 

 

gdzie L oznacza teraz cağkowity moment pňdu ukğadu. 

ZauwaŨmy, Ũe 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

JeŨeli na ukğad nie dziağa zewnňtrzny moment siğy (lub wypadkowy moment siğ 

zewnňtrznych jest r·wny zeru) to cağkowity moment pňdu ukğadu pozostaje stağy. 

 

d
0

dt
=

L
lub const.=L  (11.12) 

 

ZaleŨnoŜĺ powyŨsza wyraŨa zasadň zachowania momentu pňdu. 

 

 Ĺwiczenie 11.2 

Rozpatrzmy teraz nastňpujŃcy przykğad. Rower jedzie ze stağŃ prňdkoŜciŃ gdy siğa 

dziağajŃca pomiňdzy nawierzchniŃ i koğem F2 = 5 N. Z jakŃ siğŃ F1 ğaŒcuch ciŃgnie zňbatkň 

jeŨeli stosunek R/r = 10? 

Wynik zapisz poniŨej. Wskaz·wka: ZauwaŨ, Ũe prňdkoŜĺ kŃtowa jest stağa wiňc dL/dt = 0 

i wypadkowy moment siğ jest r·wny zeru. 

 
F1 = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 
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11.3 Dynamika bryğy sztywnej 

     WiňkszoŜĺ ciağ w przyrodzie to nie punkty materialne ale rozciŃgğe ciağa sztywne. 

Przeanalizujmy teraz ruch takiej bryğy sztywnej obracajŃcej siň ze stağŃ prňdkoŜciŃ kŃtowŃ 

ɤ wok·ğ stağej osi obrotu w ukğadzie Ŝrodka masy. ZauwaŨmy, Ũe chociaŨ wszystkie punkty 

majŃ tň samŃ prňdkoŜĺ kŃtowŃ ɤ to punkty znajdujŃce siň w r·Ũnych odlegğoŜciach od osi 

obrotu majŃ r·ŨnŃ prňdkoŜĺ liniowŃ v  (rysunek 11.3). PrňdkoŜĺ i-tego punktu o masie ȹmi 

wynosi v i = r i ɤ gdzie r i jest odlegğoŜciŃ od osi obrotu 

 

 
Rys. 11.3. ObracajŃca siň bryğa sztywna 

 

Obliczamy teraz wartoŜĺ momentu pňdu L tego ciağa 

 

( )2( )i i i i i i i i
i i i

L r m r m r r mw w= D = D = Dä ä äv  (11.13) 

 

WielkoŜĺ w nawiasie nazywamy momentem bezwğadnoŜci I , kt·ry definiujemy jako 

 

 
Definicja 

2

i iI r m
i
= Dä  (11.14) 

 

a dla ciŃgğego rozkğadu masy 

 

 
Definicja 

2 dI r m=ñ  (11.15) 

 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe moment bezwğadnoŜci I zaleŨy od poğoŨenia osi obrotu.  

MoŨemy teraz wyraziĺ moment pňdu poprzez moment bezwğadnoŜci 
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L Iw=  (11.16) 

 

a poniewaŨ zgodnie z r·wnaniem (11.10) t = dL/dt wiňc 

 

d

d
I I

t

w
t a= =  (11.17) 

 

gdzie Ŭ jest przyspieszeniem kŃtowym. 

Obliczmy teraz energiň kinetycznŃ obracajŃcego siň ciağa 

 

( )2 2 2 21 1 1
( )

2 2 2
k i i i i i i

i i i

E m m r m rw w= D = D = Dä ä äv  (11.18) 

 

wiňc 

21

2
kE Iw=  (11.19) 

 

Zestawmy teraz odpowiednie wielkoŜci obliczone dla ruchu obrotowego z ich 

odpowiednikami dla ruchu postňpowego. 

 

 Tab. 11.2 

Ruch postňpowy Ruch obrotowy 

21

2
k

m

m

E m

=

=

=

p

F a

v

v

 

21

2
k

Ƚ

I

E Iw

=

=

=

L w

t a  

 

Z tego por·wnania widaĺ, Ũe moment bezwğadnoŜci I jest analogicznŃ wielkoŜciŃ do masy 

m w ruchu postňpowym. Zwr·ĺmy uwagň, Ũe w przeciwieŒstwie do masy moment 

bezwğadnoŜci zaleŨy od osi, wok·ğ kt·rej obraca siň ciağo. Momenty bezwğadnoŜci 

niekt·rych ciağ sztywnych sŃ podane w tabeli 11.3. 

 

Tab. 11.3  

Ciağo moment bezwğadnoŜci I 

Obrňcz, pierŜcieŒ o promieniu R, wzglňdem osi obrňczy 2MR  

KrŃŨek, walec wzglňdem osi walca 
21

2
MR  

Prňt o dğugoŜci l, wzglňdem osi symetrii prostopadğej do prňta 
21

12
Ml  

Peğna kula o promieniu R, wzglňdem Ŝrednicy 
22

5
MR  
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Przykğad obliczania momentu bezwğadnoŜci znajdziesz w Dodatku 2, na koŒcu 

moduğu III. 

 

Czňsto do obliczania momentu bezwğadnoŜci wygodnie jest posğuŨyĺ siň twierdzeniem 

Steinera. Podaje ono zaleŨnoŜĺ pomiňdzy momentem bezwğadnoŜci I ciağa wzglňdem danej 

osi, a momentem bezwğadnoŜci IŜr.m. tego ciağa wzglňdem osi przechodzŃcej przez jego 

Ŝrodek masy i r·wnolegğej do danej. ZwiŃzek ten wyraŨa siň zaleŨnoŜciŃ 

 

 
Prawo, zasada, twierdzenie 

2

. .Ŝt mI I Md= +  (11.20) 

 

gdzie d jest odlegğoŜciŃ miňdzy osiami, a M jest masŃ ciağa. 

 

 Ĺwiczenie 11.3 

Teraz korzystajŃc z powyŨszego twierdzenia i z danych w tabeli 11.3 oblicz moment 

bezwğadnoŜci prňta o masie M i dğugoŜci l wzglňdem osi prostopadğej do prňta 

i przechodzŃcej przez jeden z jego koŒc·w. Wynik zapisz poniŨej.  

 

I =  

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

11.4 Ruch obrotowo-postňpowy 

     Na co dzieŒ czňsto mamy do czynienia z toczeniem siň ciağ. W przeciwieŒstwie do ruch 

obrotowego wzglňdem nieruchomej osi obrotu w przypadku toczenia wystňpuje zar·wno 

ruch postňpowy, jak i obrotowy. Dlatego spr·bujemy opisaĺ toczenie jako zğoŨenie ruchu 

postňpowego i obrotowego. W tym celu przeŜledŦmy ruch walca o promieniu R pokazany 

na rysunku 11.4. 

 

 
Rys. 11.4. Toczenie (c) jako zğoŨenie ruchu postňpowego (a) i obrotowego (b) 

 

W ruchu postňpowym, rysunek (a), wszystkie punkty poruszajŃ siň z takimi samymi 

prňdkoŜciami, natomiast w ruchu obrotowym wok·ğ Ŝrodka masy S, rysunek (b), 

przeciwlegğe punkty poruszajŃ siň z przeciwnymi prňdkoŜciami, a Ŝrodek jest nieruchomy.  
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Na rysunku (c) pokazano wynik zğoŨenia (sumowania) odpowiednich wektor·w z rysunk·w 

(a) i (b). Zwr·ĺmy uwagň, Ũe podstawa walca (punkt A stycznoŜci z podğoŨem) w kaŨdej 

chwili spoczywa (prňdkoŜĺ chwilowa vA = 0). Natomiast prňdkoŜĺ liniowa punkt·w S i B 

jest proporcjonalna do ich odlegğoŜci od punktu A (punkt B w odlegğoŜci 2R ma prňdkoŜĺ 

dwukrotnie wiňkszŃ niŨ punkt S w odlegğoŜci R). Jeszcze peğniej widaĺ to na rysunku 11.5 

gdzie narysowane sŃ prňdkoŜci chwilowe kilku punkt·w na obwodzie toczŃcego siň walca. 

 

 
Rys. 11.5. Toczenie siň walca jako obr·t wok·ğ punktu A 

 

Widaĺ, Ũe prňdkoŜĺ kaŨdego z tych punkt·w jest prostopadğa do linii ğŃczŃcej ten punkt 

z podstawŃ A i proporcjonalna do odlegğoŜci tego punktu od A. Takie zachowanie jest 

charakterystyczne dla ciağa wykonujŃcego ruch obrotowy wzglňdem nieruchomej osi. 

Oznacza to, Ũe opisywany walec obraca siň wok·ğ punktu A, a co za tym idzie, Ũe moŨemy 

toczenie opisywaĺ r·wnieŨ wyğŃcznie jako ruch obrotowy ale wzglňdem osi przechodzŃcej 

przez punkt A stycznoŜci z powierzchniŃ, po kt·rej toczy siň ciağo. 

 

 Przykğad 

W celu zilustrowania r·wnowaŨnoŜci obu opis·w obliczymy teraz energiň kinetycznŃ walca 

o masie m toczŃcego siň z prňdkoŜciŃ v. Najpierw potraktujemy toczenie jako zğoŨenie ruchu 

postňpowego i obrotowego wzglňdem Ŝrodka masy. Energiň kinetycznŃ obliczamy jako 

sumň energii ruchu postňpowego i obrotowego 

 
22

. .

2 2

Ŝr m
kp ko

Im
E E E

w
= + = +

v
 (11.21) 

 

PodstawiajŃc wartoŜĺ momentu bezwğadnoŜci walca odczytanŃ z tabeli 11.3 oraz 

uwzglňdniajŃc, Ũe dla ciağa toczŃcego siň bez poŜlizgu ɤ = v /R (r·wnanie 11.1) otrzymujemy 

 

23

4
E m= v  (11.22) 

 

Teraz powt·rzymy nasze obliczenia ale potraktujemy toczenie wyğŃcznie jako obr·t 

wzglňdem osi obrotu w punkcie A zetkniňcia walca z powierzchniŃ.  
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Energiň kinetycznŃ obliczamy wiňc jako 

 
2

2

A
ko

I
E E

w
= =  (11.23) 

Moment bezwğadnoŜci walca IA ,wzglňdem osi A, obliczamy z twierdzenia Steinera 

 
2

2 2 2

. .

3

2 2
A Ŝr m

mR
I I mR mR mR= + = + =  (11.24) 

 

Po podstawieniu tej wartoŜci i uwzglňdniajŃc, Ũe ɤ = v /R (r·wnanie 11.1) otrzymujemy 

 

23

4
E m= v  (11.25) 

 

W obu przypadkach otrzymaliŜmy ten sam rezultat. 

 

Widzimy, Ũe 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Ruch ciağa bňdŃcy zğoŨeniem ruchu postňpowego Ŝrodka masy i obrotowego 

wzglňdem osi przechodzŃcej przez Ŝrodek masy jest r·wnowaŨny ruchowi 

obrotowemu wok·ğ osi przechodzŃcej przez punkt stycznoŜci ciağa z powierzchniŃ, 

po kt·rej siň ono toczy. 

 

 Ĺwiczenie 11.4 

KrŃŨek (walec) i kula o takich samych masach m i promieniach R staczajŃ siň bez poŜlizgu 

po r·wni pochyğej z wysokoŜci h. KorzystajŃc z zasady zachowania energii oblicz ich 

prňdkoŜci u doğu r·wni. Jaki byğby wynik obliczeŒ gdyby te ciağa zeŜlizgiwağy siň z r·wni? 

Obliczenia przeprowadŦ traktujŃc toczenie jako zğoŨenie ruchu postňpowego i obrotowego 

lub jako wyğŃcznie jako ruch obrotowy. 

Wynik zapisz poniŨej. 

 

vwalca=  

 

vkuli= 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

 

Inny przykğadem ruchu obrotowego, w kt·rym oŜ obrotu nie jest nieruchomŃ 

w inercjalnym ukğadzie odniesienia jest bŃk wirujŃcy dookoğa pewnej osi symetrii. 

O ruchu precesyjnym bŃka moŨesz przeczytaĺ w Dodatku 3, na koŒcu moduğu III. 
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12 Ruch drgajŃcy 

     Ruch, kt·ry powtarza siň w regularnych odstňpach czasu, nazywamy ruchem okresowym. 

Przemieszczenie czŃstki w ruchu periodycznym moŨna zawsze wyraziĺ za pomocŃ funkcji 

sinus lub cosinus (tzw. funkcji harmonicznych). Ruch drgajŃcy jest powszechnŃ formŃ ruchu 

obserwowanŃ w Ũyciu codziennym i dlatego jest waŨnym przedmiotem fizyki. 

12.1 Siğa harmoniczna, drgania swobodne  

 

 

Definicja 

SiğŃ harmonicznŃ (sprňŨystoŜci) nazywamy siğň dziağajŃcŃ na ciağo proporcjonalnŃ 

do przesuniňcia tego ciağa od poczŃtku ukğadu i skierowanŃ ku poczŃtkowi ukğadu. 

 

Dla przesuniňcia wzdğuŨ osi x, siğa sprňŨystoŜci jest dana r·wnaniem 

 

F k x=-  (12.1) 

 

gdzie x jest wychyleniem (przesuniňciem) ciağa od poğoŨenia r·wnowagi. StağŃ k nazywamy 

wsp·ğczynnikiem sprňŨystoŜci . Z siğŃ harmonicznŃ (sprňŨystoŜci) spotkaliŜmy siň juŨ 

w punktach 7.2 i 8.3 gdy rozwaŨaliŜmy siğň zwiŃzanŃ z rozciŃganiem sprňŨyny i elastycznej 

liny. 

Na rysunku 12.1 pokazane jest ciağo o masie m przymocowane do sprňŨyny, mogŃce 

poruszaĺ siň bez tarcia po poziomej powierzchni. Takie drgania, gdy siğa sprňŨystoŜci jest 

zarazem siğŃ wypadkowŃ nazywamy drganiami swobodnymi . 

 
Rys. 12.1. Prosty oscylator harmoniczny 

 

JeŨeli sprňŨyna zostanie rozciŃgniňta tak, aby masa m znalazğa siň w chwili t = 0 w poğoŨeniu 

x = A, (rysunek 12.1), a nastňpnie zostanie zwolniona, to poğoŨenie masy w funkcji czasu 

moŨe byĺ dane r·wnaniem 

 

( ) cosx t A tw=  (12.2) 

 

Funkcja x(t) opisuje zarazem wychylenie ciağa z poğoŨenia r·wnowagi.  

SprawdŦmy teraz czy to r·wnanie dobrze opisuje ruch harmoniczny. Zgodnie z drugŃ zasadŃ 

dynamiki Newtona 

 

ma k x=-  (12.3) 
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ŧeby obliczyĺ przyspieszenie a obliczamy (zgodnie z r·wnaniami 3.1) odpowiednie 

pochodne wyraŨenia (12.2) 

 

d
( ) sin

d

x
t A t

t
w w= =-v  (12.4) 

oraz 
2

2

2

d d
( ) cos

d d

x
a t A t

t t
w w= = =-

v
 (12.5) 

 

Teraz wyraŨenia (12.2) i (12.5) podstawiamy do r·wnania opisujŃcego ruch oscylatora 

(12.3) i otrzymujemy 

 

2 k

m
w =  (12.6) 

 

Widzimy, Ũe zaproponowane r·wnanie (12.2) jest rozwiŃzaniem r·wnania ruchu oscylatora 

harmonicznego (12.3) przy warunku, Ũe /k mw=  (r·wnanie 12.6). 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe funkcja ( ) sinx t A tw=  jest r·wnieŨ rozwiŃzaniem r·wnania ale przy 

innych warunku poczŃtkowym bo gdy t = 0 to poğoŨenie masy x = 0, a nie jak przyjňliŜmy x 

= A. 

Og·lne rozwiŃzanie r·wnania ruchu oscylatora harmonicznego (12.3) ma postaĺ 

 

( ) sin( )x t A tw f= +  (12.7) 

 

Stağa A (opisujŃca maksymalne wychylenie) jest amplitudŃ  ruchu, wyraŨenie ɤt + ű 

nazywamy fazŃ drgaŒ , a ű fazŃ poczŃtkowŃ  (stağŃ fazowŃ). Stağe A i ű sŃ wyznaczone 

przez warunki poczŃtkowe. Na przykğad dla ű = /́2 otrzymujemy rozwiŃzanie (12.2). 

R·wnania (12.2), (12.4) i (12.5) opisujŃ kolejno poğoŨenie, prňdkoŜĺ i przyspieszenie 

w funkcji czasu. ZaleŨnoŜci te sŃ pokazane na rysunku 12.2. 

 
Rys. 12.2. Wykres zaleŨnoŜci x(t), v(t), a(t) dla prostego ruchu harmonicznego 
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Zwr·ĺmy uwagň, Ũe wychylenie z poğoŨenia r·wnowagi x(t) oraz przyspieszenie a(t) (a tym 

samym siğa) osiŃgajŃ r·wnoczeŜnie maksymalne wartoŜci, przy czym zwroty wektor·w x(t) 

i a(t) sŃ przeciwne (r·wnanie (12.3)) i stŃd przeciwne znaki. Natomiast prňdkoŜĺ v (t) jest 

przesuniňta w fazie (wzglňdem poğoŨenia) o /́2 co odzwierciedla fakt, Ũe prňdkoŜĺ osiŃga 

maksimum przy przechodzeniu oscylujŃcej masy przez poğoŨenie r·wnowagi, a jest zerowa 

przy maksymalnym wychyleniu gdy ciağo zawraca (rysunek 12.1). 

Odpowiednie maksymalne wartoŜci poğoŨenia, prňdkoŜci i przyspieszenia wynoszŃ 

 

max

max

2

max

x A

A

a A

w

w

=

=

=

v  (12.8) 

 

WartoŜci funkcji sinus i cosinus powtarzajŃ siň gdy kŃt zmienia siň o 2.́ Oznacza to, Ũe 

funkcje x(t), v (t) i a(t) przyjmujŃ takŃ samŃ wartoŜĺ po czasie t = 2́ /ɤ. Ten czas jest wiňc 

okresem ruchu T. UwzglňdniajŃc zaleŨnoŜĺ (12.6) otrzymujemy 

 

2ˊ
2ˊ

m
T

kw
= =  (12.9) 

 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe okres drgaŒ harmonicznych T jest niezaleŨny od amplitudy drgaŒ A. Ta 

wğaŜciwoŜĺ drgaŒ harmonicznych zostağa wykorzystana w konstrukcji zegara wahadğowego. 

 

 

MoŨesz przeŜledziĺ drgania harmoniczne masy 

zawieszonej na niewaŨkiej sprňŨynie w zaleŨnoŜci od 

jej wsp·ğczynnika sprňŨystoŜci k, masy m i od 

amplitudy ruch A korzystajŃc z programu 

komputerowego ĂDrgania swobodneò dostňpnego na 

stronie WWW autora i na stronie Open AGH.  

 

12.2 Wahadğa 

12.2.1 Wahadğo proste 

     Wahadğo proste  (matematyczne) jest to wyidealizowane ciağo o masie punktowej, 

zawieszone na cienkiej, niewaŨkiej, nierozciŃgliwej nici. Kiedy ciağo wytrŃcimy 

z r·wnowagi to zaczyna siň ono wahaĺ w pğaszczyŦnie poziomej pod wpğywem siğy 

ciňŨkoŜci. Jest to ruch okresowy. ZnajdŦmy okres T tego ruchu. Rysunek 12.3 przedstawia 

wahadğo o dğugoŜci l i masie m, odchylone o kŃt ɗ od pionu.  

Na masň m dziağa siğa grawitacji mg i naprňŨenia nici N. Siğň mg rozkğadamy na skğadowŃ 

radialnŃ (normalnŃ) i stycznŃ. Skğadowa normalna jest r·wnowaŨona przez naciŃg nici N. 

Natomiast skğadowa styczna przywraca r·wnowagň ukğadu i sprowadza masň m do 

poğoŨenia r·wnowagi. Skğadowa styczna siğy grawitacji ma wartoŜĺ 

 

sinF mg q=-  (12.10) 
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Rys. 12.3. Wahadğo matematyczne 

 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe to nie jest, w myŜl podanej definicji, siğa harmoniczna bo jest 

proporcjonalna do sinusa wychylenia (sinɗ), a nie do wychylenia ɗ. JeŨeli jednak kŃt ɗ jest 

mağy (np. 5Á) to sinɗ jest bardzo bliski ɗ (r·Ũnica å 0.1%). Przemieszczenie x wzdğuŨ ğuku 

wynosi (z miary ğukowej kŃta) x lq= . PrzyjmujŃc zatem, Ũe sinɗ å ɗ otrzymujemy 

 

mg
F mg x

l
q=- =-  (12.11) 

 

Tak wiňc dla mağych wychyleŒ siğa jest proporcjonalna do przemieszczenia i mamy do 

czynienia z ruchem harmonicznym. R·wnanie (12.11) jest analogiczne do r·wnania (12.1) 

przy czym k = mg/l. MoŨemy wiňc skorzystaĺ z zaleŨnoŜci (12.9) i obliczyĺ okres wahaŒ 

 

2ˊ 2ˊ
m l

T
k g

= =  (12.12) 

 

Okres wahadğa prostego nie zaleŨy od amplitudy i od masy wahadğa. 

 

 

MoŨesz przeŜledziĺ ruch wahadğa matematycznego 

w zaleŨnoŜci od jego dğugoŜci korzystajŃc z 

programu komputerowego ĂDrgania tğumioneò 

dostňpnego na stronie WWW autora i na stronie 

Open AGH.  

 

ZauwaŨmy, Ũe pomiar okresu T moŨe byĺ prostŃ metodŃ wyznaczenia przyspieszenia g. 
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 Ĺwiczenie 12.1 

Spr·buj wykonaĺ takie doŜwiadczenie. Na nitce (moŨliwie dğugiej np. 1.5 m) zawieŜ 

niewielki ciňŨarek. Nastňpnie wychyl wahadğo o niewielki kŃt (Ũeby byğo speğnione 

kryterium ruchu harmonicznego) i zmierz okres wahaŒ. ŧeby zmniejszyĺ bğŃd pomiaru 

czasu zmierz okres kilku wahaŒ (np. 10) i potem oblicz T. Ze wzoru (12.12) wylicz 

przyspieszenie g. 

Wynik zapisz poniŨej. 

 

g = 

 

12.2.2 Wahadğo fizyczne  

     Wahadğem fizycznym  nazywamy ciağo sztywne zawieszone tak, Ũe moŨe siň wahaĺ 

wok·ğ pewnej osi przechodzŃcej przez to ciağo. Ciağo jest zawieszone w punkcie P, a punkt 

S, znajdujŃcy siň w odlegğoŜci d od punkt P, jest Ŝrodkiem masy ciağa (rysunek 12.4). 

 
Rys. 12.4. Wahadğo fizyczne 

 

Moment siğy Ű dziağajŃcy na ciağo wynosi 

 

sinmgdt q=-  (12.13) 

 

co w poğŃczeniu ze wzorem (11.17) daje 

 

sinI mgda q=-  (12.14) 

 

Dla mağych wychyleŒ, dla kt·rych sinɗ åɗ dostajemy r·wnanie 

 

I mgda q=-  (12.15) 

 

OtrzymaliŜmy r·wnanie, kt·re ma postaĺ r·wnania (12.3) dla ruchu harmonicznego przy 

czym ɗ odpowiada x. MoŨemy wiňc teraz napisaĺ wyraŨenie na czňstoŜĺ i okres drgaŒ 
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mgd

I
w=  (12.16) 

 

2ˊ
I

T
mgd

=  (12.17) 

 

Jako przypadek szczeg·lny rozpatrzmy masň punktowŃ zawieszonŃ na nici o dğugoŜci l 

(wahadğo proste). W·wczas moment bezwğadnoŜci I = ml2, oraz d = l i otrzymujemy znany 

wz·r dla wahadğa prostego 

 

2ˊ
l

T
g

=  (12.18) 

 

 Ĺwiczenie 12.2 

Spr·buj teraz samodzielnie obliczyĺ okres wahaŒ cienkiej obrňczy o masie m i promieniu 

R zwieszonej na gwoŦdziu G, jak na rysunku. Wynik zapisz poniŨej. 

 
T = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

12.3 Energia ruchu harmonicznego prostego 

     Energiň potencjalnŃ sprňŨyny obliczyliŜmy w rozdziale 7.2 przy okazji dyskusji o pracy 

wykonywanej przez siğy zmienne. PokazaliŜmy wtedy, Ũe energia potencjalna sprňŨyny 

rozciŃgniňtej o x wynosi 

 
2

2
p

k x
E =  (12.19) 

 

JeŨeli sprňŨyna zostanie rozciŃgniňta tak aby masa m znalazğa siň w chwili t = 0 w poğoŨeniu 

x = A, to energia potencjalna ukğadu 
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2

2
p

k A
E =  (12.20) 

 

jest zarazem energiŃ cağkowitŃ (energia kinetyczna Ek = 0). JeŨeli puŜcimy sprňŨynň to jej 

energia potencjalna bňdzie zamieniaĺ siň w energiň kinetycznŃ masy m. Przy zağoŨeniu, Ũe 

nie ma tarcia ani innych siğ oporu, zgodnie z zasadŃ zachowania energii suma energii 

kinetycznej i potencjalnej r·wna siň energii cağkowitej w dowolnej chwili ruchu 

 
2 2 2

2 2 2
k p

m k x k A
E E+ = + =

v
 (12.21) 

 

KorzystajŃc z wyraŨeŒ (12.2) i (12.4) na x(t) i v (t) oraz pamiňtajŃc, Ũe mɤ2 = k otrzymujemy 

 
2 2 2 2 2sin cos

2 2 2

k A t k A t k Aw w
+ =  (12.22) 

 

 Przykğad 

Spr·bujmy teraz obliczyĺ jaki jest stosunek energii potencjalnej do energii kinetycznej ciağa 

wykonujŃcego drgania harmoniczne, gdy znajduje siň ono w poğowie drogi miňdzy 

poğoŨeniem poczŃtkowym, a poğoŨeniem r·wnowagi. 

Dla danego wychylenia ciağa x = A/2 moŨemy korzystajŃc ze wzoru (12.19) wyliczyĺ energiň 

potencjalnŃ 

 
2 2

2 8
p

k x k A
E = =  (12.23) 

 

PoniewaŨ energia cağkowita E 

 
2

2
k p

k A
E E E= = + (12.24) 

 

wiňc podstawiajŃc obliczonŃ wartoŜĺ energii potencjalnej (12.23) otrzymujemy energiň 

kinetycznŃ 

 
23

8
k

k A
E =  (12.25) 

 

StŃd 

 

1

3

p

k

E

E
=  (12.26) 
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Widaĺ, Ũe dla x = A/2 energia kinetyczna jest trzykrotnie wiňksza od potencjalnej. 

 

 Ĺwiczenie 12.3 

Oblicz, dla jakiego wychylenia x energie kinetyczna i potencjalna sŃ sobie r·wne? 

Wynik zapisz poniŨej. 

Wskaz·wka: Dla poszukiwanego wychylenia x energia potencjalna jest r·wna energii 

kinetycznej jest wiňc zarazem r·wna poğowie energii cağkowitej. 

 

x = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

 

MoŨesz przeŜledziĺ energiň kinetycznŃ, potencjalnŃ i 

cağkowitŃ w ruchu drgajŃcym. korzystajŃc 

z programu komputerowego ĂDrgania swobodneò 

dostňpnego na stronie WWW autora i na stronie 

Open AGH.  

 

12.4 Oscylator harmoniczny tğumiony  

     Dotychczas pomijaliŜmy fakt ewentualnego tğumienia oscylatora to znaczy strat energii 

ukğadu oscylatora. W przypadku drgaŒ mechanicznych siğŃ hamujŃcŃ ruch czŃstki sŃ tak 

zwane opory ruchu. Przykğadem moŨe tu byĺ op·r powietrza. Siğa oporu ma zwrot przeciwny 

do prňdkoŜci i w najprostszej postaci jest wprost proporcjonalna do prňdkoŜci Fop ~ v  

 

d

d

x
T

t
g g=- =-v  (12.27) 

 

JeŨeli opr·cz siğy sprňŨystoŜci uwzglňdnimy siğň hamujŃcŃ to r·wnanie opisujŃce ruch 

oscylatora harmonicznego przyjmie teraz postaĺ 

 

d

d

x
ma k x

t
g=- -  (12.28) 

lub (na podstawie z r·wnaŒ (3.1)) 

 
2

2

d d

d d

x x
m k x

t t
g=- -  (12.29) 

 

JeŨeli wprowadzimy nowŃ stağŃ /mt g=  (o wymiarze czasu) tak zwanŃ stağŃ czasowŃ  

oraz oznaczymy czňstoŜĺ drgaŒ nietğumionych czyli czňstoŜĺ wğasnŃ 
0 /k mw=  to 

r·wnanie opisujŃce ruch (po podzieleniu obustronnie przez m) przyjmie postaĺ 
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2
2

02

d 1 d
0

d d

x x
x

t t
w

t
+ + = (12.30) 

 

Szukamy rozwiŃzania tego r·wnania w postaci drgaŒ okresowo zmiennych tğumionych na 

przykğad 

costx Ae tb w-=  (12.31) 

 

Proponowane rozwiŃzanie zawiera czynnik oscylacyjny cos tw  opisujŃcy drgania i czynnik 

tğumiŃcy 
te b-
 opisujŃcy zmniejszanie siň amplitudy drgaŒ. Wsp·ğczynnik 1/ 2b t=

okreŜlajŃcy wielkoŜĺ tğumienia nazywamy wsp·ğczynnikiem tğumienia . 

 

 

Wiňcej o wpğywie tğumienia na ruch drgajŃcy moŨesz przeczytaĺ w Dodatku 4, na 

koŒcu moduğu III. 

 

ŧeby sprawdziĺ czy zaproponowana funkcja jest rozwiŃzaniem r·wnania ruchu (12.30) 

obliczamy odpowiednie pochodne i podstawiamy je do r·wnania ruchu. W wyniku 

otrzymujemy warunek na czňstoŜĺ drgaŒ tğumionych 

 
2 2

0w w b= -  (12.32) 

 

Funkcja (12.31) jest rozwiŃzaniem r·wnania opisujŃcego ruch harmoniczny tğumiony przy 

warunku (12.32). Widzimy, Ũe op·r zmniejsza zar·wno amplitudň jak i czňstoŜĺ drgaŒ, czyli 

powoduje spowolnienie ruchu. WielkoŜĺ tğumienia okreŜla wsp·ğczynnik tğumienia ɓ (lub 

stağa czasowa Ű). Wykres ruchu harmonicznego tğumionego w zaleŨnoŜci od czasu jest 

pokazany na rysunku 12.5. 

 
Rys. 12.5. ZaleŨnoŜĺ przemieszczenia od czasu w ruchu harmonicznym tğumionym. 

Linie przerywane ilustrujŃ wykğadnicze tğumienie amplitudy tego ruchu 
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R·wnanie (12.31) opisuje sytuacjň, w kt·rej pomimo strat energii zachowany zostaje 

oscylacyjny charakter ruchu. Ma to miejsce tylko wtedy gdy speğniony jest warunek ɓ < ɤ0 

to znaczy dla sğabego tğumienia. Tylko wtedy r·wnanie (12.32) opisuje czňstotliwoŜĺ drgaŒ. 

Jednak gdy tğumienie (op·r) stanie siň dostatecznie duŨe ruch przestaje byĺ ruchem 

drgajŃcym, a ciağo wychylone z poğoŨenia r·wnowagi powraca do niego asymptotycznie 

tzw. ruchem peğzajŃcym  (aperiodycznym), a r·wnanie (12.31) nie jest juŨ rozwiŃzaniem 

r·wnania ruchu. Odpowiada to warunkowi ɓ > ɤ0 co w praktyce oznacza, Ũe siğa tğumiŃca 

jest bardzo duŨa. Dzieje siň tak na przykğad gdy ruch odbywa siň w bardzo gňstym oŜrodku. 

Szczeg·lny przypadek odpowiada sytuacji gdy ɓ = ɤ0. M·wimy wtedy o tğumieniu 

krytycznym . Wykresy ruchu tğumionego krytycznie i ruchu peğzajŃcego sŃ pokazane na 

rysunku 12.6 poniŨej. 

 
Rys. 12.6. Ruch peğzajŃcy ɓ > ɤ0 i tğumiony krytycznie ɓ = ɤ0 

 

 

MoŨesz przeŜledziĺ drgania tğumione wahadğa 

matematycznego w zaleŨnoŜci od wsp·ğczynnika 

tğumienia ɓ korzystajŃc z programu komputerowego 

ĂDrgania tğumioneò dostňpnego na stronie WWW 

autora i na stronie Open AGH.  

 

12.4.1 Straty mocy, wsp·ğczynnik dobroci  

     Straty energii wynikajŃce z tğumienia opisuje siň za pomocŃ tzw. wsp·ğczynnika dobroci 

Q , kt·ry jest definiowany jako 

 

 
Definicja 

1

2ˊ 2ˊ
/ /

zmagazynowana

stracona w okresie

E E E
Q

E P f P w
= = =  (12.33) 

 

gdzie P jest ŜredniŃ stratŃ mocy, f czňstotliwoŜciŃ drgaŒ.  
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Kilka typowych wartoŜci Q zestawiono w tabeli 12.1. 

 

Tab. 12.1. Wybrane wartoŜci wsp·ğczynnika dobroci Q 

Oscylator Q 

Ziemia dla fali sejsmicznej 250-400 

Struna fortepianu lub skrzypiec 1000 

Atom wzbudzony 107 

JŃdro wzbudzone 1012 

 

12.5 Drgania wymuszone oscylatora harmonicznego  

     W ruchu harmonicznym tğumionym amplituda, a co za tym idzie i energia drgaŒ maleje 

z czasem do zera. JeŨeli chcemy podtrzymaĺ drgania to musimy dziağaĺ odpowiedniŃ siğŃ 

zewnňtrznŃ F(t) przyğoŨonŃ do oscylatora. Siğň takŃ nazywamy siğŃ wymuszajŃcŃ. 

W przypadku drgaŒ harmonicznych zewnňtrzna siğa wymuszajŃca jest siğŃ okresowo 

zmiennŃ postaci 

 

0( ) sinF t F tw=  (12.34) 

 

Zwr·ĺmy uwagň na to, Ũe siğa wymuszajŃca dziağa przez cağy czas i nie naleŨy jej myliĺ 

z kr·tkotrwağymi impulsami takimi jakie na przykğad stosujemy gdy chcemy podtrzymaĺ 

wahania huŜtawki popychajŃc raz na jakiŜ czas. 

JeŨeli uwzglňdnimy siğň wymuszajŃcŃ to zgodnie z drugŃ zasadŃ dynamiki 

 

d
( )

d

x
ma k x F t

t
g=- - +  (12.35) 

 

lub korzystajŃc z r·wnaŒ (3.1) 

 
2

2

d d
( )

d d

x x
m k x F t

t t
g=- - +  (12.36) 

 

Po podstawieniu wyraŨenia na siğň wymuszajŃcŃ (12.34) i wprowadzeniu nowych stağych 

 

2 0
0 0, oraz

Fm k

m m
t w a
g
= = =  (12.37) 

 

otrzymujemy r·wnanie analogiczne do r·wnania (12.30) dla ruchu tğumionego 

 
2

2

0 02

d 1 d
sin

d d

x x
x t

t t
w a w

t
+ + =  (12.38) 

 

Ponownie ɤ0 jest czňstoŜciŃ wğasnŃ ukğadu, to jest czňstoŜciŃ drgaŒ swobodnych gdy nie 

dziağa siğa zewnňtrzna i nie ma tarcia ani innych siğ oporu, a Ű stağŃ czasowŃ zwiŃzanŃ ze 
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wsp·ğczynnikiem tğumienia ɓ relacjŃ 1/ 2b t= .ZauwaŨmy ponadto, Ũe ukğad jest zasilany 

z czňstoŜciŃ ɤ r·ŨnŃ od czňstoŜci wğasnej ɤ0. W takiej sytuacji 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Drgania (wymuszone) odbywajŃ siň z czňstoŜciŃ siğy zewnňtrznej, a nie z czňstoŜciŃ 

wğasnŃ. 

 

W r·wnaniu (12.38) mamy dwie wielkoŜci okresowo zmienne: poğoŨenie x(t) oraz siğň 

wymuszajŃcŃ F(t). W najog·lniejszym przypadku suma (zğoŨenie) dw·ch funkcji 

okresowych daje w wyniku teŨ funkcjň okresowŃ (rysunek 12.7). 

 
Rys. 12.7. ZğoŨenie dw·ch funkcji okresowych 

 

1 2cos sin sin( )A t A t A tw w w j+ = + (12.39) 

 

Szukamy wiňc rozwiŃzania r·wnania (12.38) w postaci 

 

( ) sin( )x t A tw j= +  (12.40) 

 

Jak widaĺ z por·wnania r·wnaŒ (12.34) i powyŨszego r·wnania (12.40) przesuniňcie fazowe 

ű m·wi nam o jaki kŃt maksimum przemieszczenia wyprzedza maksimum siğy, czyli o ile 

sŃ przesuniňte wzglňdem siebie funkcje sinus opisujŃce wychylenie (12.40) i siğň (12.34).  

ŧeby znaleŦĺ rozwiŃzanie musimy wyznaczyĺ amplitudň A oraz przesuniňcie fazowe ű. 

W tym celu obliczamy odpowiednie pochodne funkcji (12.40) i podstawiamy do r·wnania 

(12.38).  

 

 

Wiňcej o wyznaczeniu A oraz ű moŨesz przeczytaĺ w Dodatku 5, na koŒcu moduğu 

III.  

 

W wyniku otrzymujemy warunek na przesuniňcie fazowe 
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2 2 2 2

0 0

sin / 2

cos
tg

j w t bw
j

j w w w w
= = =

- -
 (12.41) 

i wyznaczamy amplitudň 

 

0 0

2 2 2 2 1/2 2 2 2 2 2 1/2

0 0[( ) ( / ) ] [( ) 4 ]
A

a a

w w w t w w b w
= =

- + - +
 (12.42) 

 

ĞŃczŃc powyŨsze wzory otrzymujemy rozwiŃzanie 

 

0

2 2 2 2 2 1/2 2 2

0 0

2
( ) sin ar

[( ) 4 ]
x t t ctg

a bw
w

w w b w w w

å õ
= +æ ö

- + -ç ÷
 (12.43) 

 

R·wnanie wyglŃda skomplikowanie ale pamiňtajmy, Ũe jest to rozwiŃzanie postaci 

( ) sin( )x t A tw j= + . 

12.5.1 Rezonans  

     ZauwaŨmy, Ũe chociaŨ drgania odbywajŃ siň z czňstoŜciŃ ɤ siğy wymuszajŃcej to 

amplituda i faza zaleŨŃ od relacji pomiňdzy czňstoŜciŃ wymuszajŃcŃ ɤ, a czňstoŜciŃ wğasnŃ 

ɤ0. W szczeg·lnoŜci gdy siğa wymuszajŃca osiŃgnie odpowiedniŃ czňstotliwoŜĺ, to 

amplituda drgaŒ moŨe wzrosnŃĺ gwağtownie nawet przy niewielkiej wartoŜci siğy 

wymuszajŃcej. To zjawisko nazywamy rezonansem . 

Wykres przedstawiajŃcy rezonansowy wzrost amplitudy drgaŒ w funkcji czňstoŜci siğy 

wymuszajŃcej pokazany jest na rysunku 12.8 poniŨej dla r·Ũnych wartoŜci wsp·ğczynnika 

tğumienia ɓ. 

 
Rys. 12.8. Krzywe rezonansu dla r·Ũnych wartoŜci wsp·ğczynnika tğumienia ɓ (ɓ0<ɓ1<ɓ2<ɓ3<ɓ4) 
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Liniami przerywanymi zaznaczono czňstoŜci rezonansowe  to jest wartoŜci czňstoŜci siğy 

wymuszajŃcej, dla kt·rej amplituda drgaŒ jest maksymalna. OdpowiadajŃca jej amplituda 

nazywana jest amplitudŃ rezonansowŃ . 

CzňstoŜĺ rezonansowŃ ɤr i amplitudň rezonansowŃ Ar moŨemy obliczyĺ z warunku na 

maksimum amplitudy drgaŒ danej wzorem (12.42). Funkcja A(ɤ) osiŃga maksimum dla 

czňstoŜci rezonansowej ɤr 

 
2 2

0 2rw w b= -  (12.44) 

 

PodstawiajŃc tň wartoŜĺ do wzoru na amplitudň otrzymujemy wyraŨenie na amplitudň 

rezonansowŃ Ar 

 

0

2 2

02
rA

a

b w b
=

-
 (12.45) 

 

Widzimy, Ũe dla drgaŒ swobodnych, nietğumionych (ɓŸ 0) czňstoŜĺ rezonansowa ɤr jest 

r·wna czňstoŜci drgaŒ swobodnych ɤ0, a amplituda rezonansowa Ar Ÿ ¤. W miarň wzrostu 

tğumienia wartoŜĺ amplitudy rezonansowej Ar maleje, a czňstoŜĺ rezonansowa przesuwa siň 

w stronň czňstoŜci mniejszych od ɤ0. Dla bardzo duŨego tğumienia rezonans nie wystňpuje, 

maksymalna amplituda wystňpuje dla czňstoŜci bliskiej zeru. 

Dla drgaŒ swobodnych, dla kt·rych ɤr = ɤ0 przesuniňcie fazowe pomiňdzy siğŃ, 

a wychyleniem, dane r·wnaniem (12.41) jest r·wne ű = /́2. Oznacza to, Ũe siğa 

wymuszajŃca nie jest zgodna w fazie z wychyleniem. ZauwaŨmy jednak, Ũe moc 

pochğaniana przez oscylator zasilany siğŃ wymuszajŃcŃ F zaleŨy od prňdkoŜci 

 

P F= v  (12.46) 

 

Warunek uzyskania rezonansu odpowiada maksimum mocy pochğanianej przez oscylator. 

Trzeba wiňc, zgodnie z powyŨszym wzorem, Ũeby to prňdkoŜĺ (a nie wychylenie) byğa 

zgodna w fazie z siğŃ, a to oznacza, Ũe siğa musi wyprzedzaĺ wychylenie o /́2. 

 

 

Wiňcej o mocy absorbowanej przez oscylator moŨesz przeczytaĺ w Dodatku 6, na 

koŒcu moduğu III. 

 

Skutki rezonansu mogŃ byĺ zar·wno pozytywne jak i negatywne. Z jednej strony staramy 

siň wyeliminowaĺ przenoszenie drgaŒ na przykğad z silnika na elementy nadwozia 

w samochodzie, a z drugiej strony dziağanie odbiornik·w radiowych i telewizyjnych jest 

moŨliwe dziňki wykorzystaniu rezonansu elektrycznego. DostrajajŃc odbiornik do czňstoŜci 

nadajnika speğniamy wğaŜnie warunek rezonansu. Zjawisko rezonansu jest bardzo 

rozpowszechnione w przyrodzie. 

12.6 Skğadanie drgaŒ harmonicznych  

     Czňsto spotykamy siň z nakğadaniem siň dwu lub wiňcej drgaŒ harmonicznych. PoniŨej 

rozpatrzymy kilka przypadk·w drgaŒ zğoŨonych, powstajŃcych w wyniku nakğadania siň 
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dwu drgaŒ harmonicznych zachodzŃcych zar·wno wzdğuŨ prostych r·wnolegğych jak 

i prostych prostopadğych. 

12.6.1 Skğadanie drgaŒ r·wnolegğych  

     Rozpatrzymy ruch punktu materialnego wynikajŃcy ze zğoŨenia dwu drgaŒ 

harmonicznych r·wnolegğych (zachodzŃcych wzdğuŨ jednej prostej) opisanych r·wnaniami 

 

1 1

2 2 0

cos

cos( )

x A t

x A t

w

w j

=

= +
 (12.47) 

 

Drgania te odbywajŃ siň z jednakowŃ czňstoŜciŃ ɤ, ale sŃ przesuniňte w fazie  (r·ŨniŃ siň 

fazami) o ű0. Podobnie jak dla ruchu postňpowego czy obrotowego r·wnieŨ dla drgaŒ 

obowiŃzuje zasada niezaleŨnoŜci ruch·w. 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

To, Ũe drgania odbywajŃ siň niezaleŨnie oznacza, Ũe przemieszczenie punktu 

materialnego jest po prostu sumŃ przemieszczeŒ skğadowych. Ta zasada dodawania 

przemieszczeŒ nosi nazwň superpozycji drgaŒ. 

 

Wychylenie wypadkowe jest wiňc r·wne 

 

1 2 cos( )x x x A tw j= + = + (12.48) 

gdzie 
2 2

1 2 1 2 0

2 0

1 2 0

2 cos

sin

cos

A A A A A

A
tg

A A

j

j
j

j

= + +

=
+

 (12.49) 

 

WyraŨenia (12.48) i (12.49) moŨna znaleŦĺ skğadajŃc drgania metodŃ wektorowŃ. 

 

 

Wiňcej o wektorowym skğadaniu drgaŒ moŨesz dowiedzieĺ siň z Dodatku 7, na 

koŒcu moduğu III. 

 

Z powyŨszych r·wnaŒ wynika, Ũe zğoŨenie drgaŒ harmonicznych r·wnolegğych 

o jednakowej czňstoŜci daje w wyniku oscylacje harmoniczne o takiej samej czňstoŜci. 

Sytuacja ta jest pokazana na rysunku 12.9 poniŨej. Ze wzoru (12.49) wynika ponadto, Ũe 

amplituda wypadkowa osiŃga maksimum dla drgaŒ skğadowych o zgodnych fazach (r·Ũnica 

faz ű0 = 0), natomiast minimum gdy r·Ũnica faz ű0 = ́  (fazy przeciwne). 

12.6.2 Skğadanie drgaŒ prostopadğych  

     Rozpatrzmy teraz zğoŨenie dwu drgaŒ harmonicznych zachodzŃcych na pğaszczyŦnie 

wzdğuŨ kierunk·w prostopadğych wzglňdem siebie 

 

1 1

2 2

cos

cos( )

x A t

y A t

w

w j

=

= +
 (12.50) 
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Punkt materialny wykonujŃcy drgania zğoŨone porusza siň po krzywej leŨŃcej na 

pğaszczyŦnie xy, a jego poğoŨenie jest dane w dowolnej chwili r·wnaniami (12.50). 

Przykğadowe krzywe odpowiadajŃce drganiom o jednakowych czňstoŜciach ɤ1 = ɤ2, dla 

r·Ũnych wartoŜci amplitud A1 i A2 oraz r·Ũnych wartoŜci przesuniňcia fazowego ű sŃ 

pokazane na rysunku 12.9a poniŨej. 

ZğoŨenie drgaŒ prostopadğych o r·Ũnych czňstoŜciach daje w wyniku bardziej 

skomplikowany ruch. Na rysunku 12.9b pokazane sŃ przykğadowe krzywe (tak zwane 

krzywe Lissajous) bňdŃce wynikiem zğoŨenia takich drgaŒ. Sytuacja pokazana na tym 

rysunku odpowiada skğadaniu drgaŒ o jednakowych amplitudach. 

 

 
Rys. 12.9a. ZğoŨenie drgaŒ prostopadğych o jednakowych czňstoŜciach 
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Rys. 12.9b. ZğoŨenie drgaŒ prostopadğych o r·Ũnych czňstoŜciach i jednakowych amplitudach 

Obraz drgaŒ zğoŨonych moŨna otrzymaĺ w prosty spos·b za pomocŃ oscyloskopu. WiŃzki 

elektron·w w lampie oscyloskopowej sŃ odchylane przez dwa zmienne, prostopadğe pola 

elektryczne. Na ekranie oscyloskopu obserwujemy wiňc obraz odpowiadajŃcy zğoŨeniu 

drgaŒ wiŃzki elektron·w wywoğany przez te zmienne pola elektryczne, kt·rych amplitudy, 

czňstoŜci i fazy moŨemy regulowaĺ. 

 

Ten rozdziağ koŒczy moduğ trzeci; moŨesz teraz przejŜĺ do podsumowania i zadaŒ 

testowych. 
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Podsumowanie 

¶ PrňdkoŜĺ kŃtowa jest zdefiniowana jako 
d

dt

j
w= , a przyspieszenie kŃtowe jako 

d

dt

w
a=

. W ruchu po okrňgu v  = wR oraz a = aR. 

¶ Moment siğy jest definiowany jako = ³Ű r F, a moment pňdu = ³L r p . Zgodnie 

z drugŃ zasadŃ dynamiki Newtona 
d

dt
=

L
Ű . 

¶ Zasada zachowania momentu pňdu. 

d
0

dt
t= =

L
 lub const.=L  JeŨeli na ukğad nie dziağa zewnňtrzny moment siğy (lub 

wypadkowy moment siğ zewnňtrznych jest r·wny zeru) to cağkowity moment pňdu 

ukğadu pozostaje stağy. 

¶ Moment bezwğadnoŜci I ciağa sztywnego definiujemy jako 
2

i iI r m
i
= Dä  lub  

2 dI r m=ñ . 

¶ Moment pňdu ciağa sztywnego L = Iw , moment siğy 
d

d
I I

t

w
t a= = , a energia kinetyczna 

21

2
kE Iw= . 

¶ Ruch ciağa bňdŃcy zğoŨeniem ruchu postňpowego Ŝrodka masy i obrotowego wzglňdem 

osi przechodzŃcej przez Ŝrodek masy jest r·wnowaŨny ruchowi obrotowemu wok·ğ osi 

przechodzŃcej przez punkt stycznoŜci ciağa z powierzchniŃ po kt·rej siň ono toczy. 

¶ Siğa harmoniczna F k x=-  wywoğuje ruch oscylacyjny ( ) cosx t A tw= , gdzie 

/k mw= . 

¶ Okres drgaŒ wahadğa matematycznego wynosi 2ˊ
l

T
g

= , a wahadğa fizycznego 

2ˊ
I

T
mgd

= . 

¶ Energia potencjalna w ruchu harmonicznym prostym jest r·wna 
2

2
p

k x
E = , a energia 

cağkowita 

2

2
p

k A
E = . 

¶ Tarcie zmniejsza amplitudň ruchu drgajŃcego costx Ae tb w-=  i czňstoŜĺ drgaŒ 

2 2

0w w b= - . 

¶ Drgania wymuszone odbywajŃ siň z czňstoŜciŃ siğy zewnňtrznej, a nie z czňstoŜciŃ 

wğasnŃ. Gdy siğa wymuszajŃca dziağa na ciağo z pewnŃ charakterystycznŃ czňstotliwoŜciŃ 

rw  to amplituda drgaŒ osiŃga wartoŜĺ maksymalnŃ. Zjawisko to nazywamy rezonansem. 
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Materiağy dodatkowe do Moduğu III 

Ruch przyspieszony po okrňgu  

     Wsp·ğrzňdne x, y punktu poruszajŃcego siň po okrňgu moŨna wyraziĺ za pomocŃ 

promienia R (o stağej wartoŜci) oraz kŃta (rysunek poniŨej). 

 
 

( ) cos ( )

( ) sin ( )

x t R t

y t R t

j

j

=

=
 (III.1.1) 

 

Przy czym zwiŃzek miňdzy drogŃ liniowŃ s, a drogŃ kŃtowŃ ű, jest dany z miary ğukowej 

kŃta ű = s/R. 

R·ŨniczkujŃc r·wnania (III.1.1), moŨemy obliczyĺ zgodnie ze wzorami (3.1), skğadowe 

prňdkoŜci 

d
sin sin

d

d
cos cos

d

x

y

R R
t

R R
t

j
j w j

j
j w j

=- =-

= =

v

v

 (III.1.2) 

 

gdzie wprowadzono prňdkoŜĺ kŃtowŃ ɤ = dű/dt. 

R·ŨniczkujŃc z kolei r·wnania (III.1.2) otrzymamy zgodnie ze wzorami (3.1) skğadowe 

przyspieszenia 

2

2

d d
sin cos sin cos

d d

d d
cos sin cos sin

d d

x

y

a R R R R
t t

a R R R R
t t

w j
j w j a j w j

w j
j w j a j w j

=- - =- -

= - = -

 (III.1.3) 

lub 

2

2

x x

y y

a x

a y

a
w

w

a
w

w

= -

= -

v

v

 (III.1.4) 

 

gdzie wprowadzono przyspieszenie kŃtowe Ŭ = dɤ/dt. 
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Na podstawie powyŨszych zaleŨnoŜci moŨemy obliczyĺ wektor cağkowitego przyspieszenia 

a = as + an 

 

2a
w

w
= -a Rv  (III.1.5) 

 

Wektor przyspieszenia cağkowitego a jest sumŃ dw·ch wektor·w: przyspieszenia stycznego 

as (r·wnolegğego do wektora prňdkoŜci v ) 

 

s

a

w
=a v  (III.1.6) 

 

i przyspieszenia normalnego an (przeciwnego do R - skierowanego do Ŝrodka okrňgu) 

 
2

n w=-a R  (III.1.7) 

 

Obliczanie momentu bezwğadnoŜci - przykğad 

     Jako przykğad obliczymy moment bezwğadnoŜci prňta o masie M i dğugoŜci l pokazanego 

na rysunku poniŨej. OŜ obrotu przechodzi przez Ŝrodek prňta i jest do niego prostopadğa 

(linia przerywana). 

 
Prňt o masie M i dğugoŜci l obracajŃcy siň wzglňdem osi przechodzŃcej przez Ŝrodek prňta (linia 

przerywana) 

 

Najpierw, prňt dzielimy umownie na "nieskoŒczenie mağe" elementy o masie dm i dğugoŜci 

dx, kt·re moŨemy traktowaĺ jak punkty materialne (patrz rysunek). Moment bezwğadnoŜci 

takiego elementu wynosi x2dm, a moment bezwğadnoŜci cağego prňta jest, zgodnie z definicjŃ 

(11.14, 11.15), sumŃ (cağkŃ) moment·w bezwğadnoŜci poszczeg·lnych element·w  

 
/2

2

/2

d

l

l

I x m

-

=ñ  (III.2.1) 

 

gdzie cağkowanie przebiega po cağej dğugoŜci prňta tj. w granicach od -l/2 do l/2. 

ZakğadajŃc, Ũe prňt ma stağŃ gňstoŜĺ to masň dm moŨemy wyraziĺ z prostej proporcji jako 
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d d
M

m x
l

=  

 

PodstawiajŃc tň zaleŨnoŜĺ do wzoru (III.2.1) i wykonujŃc cağkowanie otrzymujemy 

 
/2/2 3 2

2

/2
/2

d
3 12

ll

l
l

M M x Ml
I x x

l l
-

-

= = =ñ  (III.2.2) 

 

Ruch precesyjny (bŃk) 

     Przykğadem ruchu obrotowego, w kt·rym oŜ obrotu nie jest nieruchomŃ w inercjalnym 

ukğadzie odniesienia jest bŃk wirujŃcy dookoğa pewnej osi symetrii. Z doŜwiadczenia wiemy, 

Ũe oŜ wirujŃcego bŃka porusza siň dookoğa osi pionowej, zakreŜlajŃc powierzchniň stoŨka. 

Taki ruch nazywamy precesjŃ . 

     W sytuacji przedstawionej na rysunku poniŨej bŃk ma prňdkoŜĺ kŃtowŃ ɤ dookoğa swej 

osi. Ma r·wnieŨ moment pňdu L wzglňdem tej osi, kt·ra tworzy kŃt ɗ z osiŃ pionowŃ. Punkt 

podparcia bŃka znajduje siň w poczŃtku inercjalnego ukğadu odniesienia. 

 
Ruch precesyjny bŃka 

 

Siğa dziağajŃca na bŃk w punkcie podparcia ma zerowy moment wzglňdem punktu podparcia 

poniewaŨ ramiň siğy jest r·wne zeru. Natomiast ciňŨar mg wytwarza wzglňdem punktu 

podparcia moment siğy 

 
m= ³Ű r g (III.3.1) 
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gdzie r okreŜla poğoŨenie Ŝrodka masy. Z iloczynu wektorowego wynika, Ũe Ű jest 

prostopadğe do r i do mg. ZauwaŨmy, Ũe wektory Ű , L i r wirujŃ dokoğa osi pionowej 

z czňstoŜciŃ precesji ɤp. Z rysunku wynika, Ũe 

 

p
t

j
w

D
=
D

 (III.3.2) 

 

PoniewaŨ ȹL << L, to moŨemy napisaĺ 

 

sin

L

L
j

q

D
D @  (III.3.3) 

 

Z drugiej zasadň dynamiki ruchu obrotowego r·wnanie (11.11) wynika, Ũe L ttD = D 

wiňc 

sin

t

L

t
j

q

D
D @  (III.3.4) 

 

Ostatecznie otrzymujemy 

 

sin
p

t L

j t
w

q

D
= =
D

 (III.3.5) 

 

Zgodnie z rysunkiem moment siğy jest r·wny 

 

sin(180 ) sinrmg rmgt q q= - =  (III.3.6) 

 

wiňc ostatecznie 

p

rmg

L
w =  (III.3.7) 

 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe prňdkoŜĺ precesji nie zaleŨy od kŃta ɗ i jest odwrotnie proporcjonalna 

do wartoŜci momentu pňdu. 

Spr·bujmy teraz podaĺ og·lne wektorowe r·wnanie opisujŃce precesjň. W tym celu 

najpierw przeksztağcamy r·wnanie (III.3.6) do postaci 

 

sinpLt w q=  (III.3.8) 

 

Widaĺ, Ũe prawa strona r·wnania jest r·wna wartoŜci iloczynu wektorowego ɤp ³ L. Tak 

wiňc ostatecznie wyraŨenie wiŃŨŃce prňdkoŜĺ kŃtowŃ precesji z momentem siğy i momentem 

pňdu ma postaĺ 

pt w= ³L  (III.3.9) 

 

Zjawisko precesji momentu magnetycznego jest podstawŃ r·Ũnych technik doŜwiadczalnych 

jak np. magnetyczny rezonans jŃdrowy (MRJ), kt·re znalazğy szerokie zastosowanie 

w badaniach naukowych, technice i medycynie. 
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R·wnanie ruchu harmonicznego tğumionego 

     Spr·bujemy opisaĺ ruch harmoniczny tğumiony jako zğoŨenie ruchu wywoğanego siğŃ 

harmonicznŃ i ruchu, w kt·rym dziağa wyğŃcznie siğa tğumiŃca. 

Gdy na ciağo o masie m dziağağa tylko siğa harmoniczna to ciağo wykonuje drgania swobodne 

o czňstotliwoŜci ɤ0, kt·re moŨna opisaĺ r·wnaniem 

 

0( ) cosx t A tw=  (III.4.1) 

 

Teraz rozpatrzymy ruch pod wpğywem siğy tğumiŃcej. Przykğadem moŨe byĺ pojazd 

utrzymujŃcy stağŃ prňdkoŜciŃ dziňki sile napňdu. Z chwilŃ wyğŃczenia napňdu pojazd 

porusza siň dalej hamujŃc pod wpğywem siğy oporu. 

Gdy na ciağo o masie m dziağağa tylko siğa oporu (proporcjonalna do prňdkoŜci) to zgodnie 

z drugŃ zasadŃ dynamiki 

 
ma g=-v  (III.4.2) 

lub 

d

d
m

t
g=-

v
v  (III.4.3) 

 

JeŨeli wprowadzimy nowŃ stağŃ /mt g=  (o wymiarze czasu) to powyŨsze r·wnanie 

przyjmie postaĺ 

 

d 1

dt t
=-

v
v  (III.4.4) 

lub 

d dt

t
=-

v

v
 (III.4.5) 

 

PowyŨsze r·wnanie r·Ũniczkowe zawiera dwie zmienne v  oraz t. PoniewaŨ zmienne te sŃ 

rozdzielone (wystňpujŃ po r·Ũnych stronach r·wnania) r·wnanie moŨe byĺ ğatwo 

rozwiŃzane poprzez obustronne scağkowanie. 

 

0

t

0

d 1
dt

t
=-ñ ñ

v

v

v

v
 (III.4.6) 

 

Granice cağkowania odpowiadajŃ zmniejszaniu prňdkoŜci od wartoŜci poczŃtkowej v0 do v  

w czasie t. Po wykonaniu cağkowania otrzymujemy 

 

0

ln
t

t

å õ
=-æ ö

ç ÷

v

v
 (III.4.7) 

a po przeksztağceniu 

0( )
t

t e t
-

=v v  (III.4.7) 
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Widaĺ, Ũe prňdkoŜĺ maleje wykğadniczo z czasem. Inaczej m·wiŃc prňdkoŜĺ jest tğumiona 

ze stağŃ czasowŃ Ű (rysunek poniŨej). 

 
ZaleŨnoŜĺ prňdkoŜci od czasu w ruchu tğumionym 

 

JeŨeli uwzglňdnimy zar·wno siğň harmonicznŃ jak i siğň tğumienia (oporu) to rozwiŃzanie 

r·wnania ruchu bňdzie zawieraĺ czynnik oscylacyjny (III.4.1) opisujŃcy drgania jaki 

i czynnik tğumiŃcy (III.4.7) opisujŃcy wykğadnicze zmniejszanie siň amplitudy drgaŒ. 

 

Amplituda i faza w ruchu harmonicznym wymuszonym  

     Poszukujemy rozwiŃzania r·wnania r·Ũniczkowego 

 
2

2

0 02

d 1 d
sin

d d

x x
x t

t t
w a w

t
+ + =  (III.5.1) 

 

w postaci 

 

( ) sin( )x t A tw j= +  (III.5.2) 

 

W tym celu obliczamy odpowiednie pochodne funkcji (III.5.2) 

 

d
cos( )

d

x
A t

t
w w j= + , 

2
2

2

d
sin( )

d

x
A t

t
w w j=- + (III.5.3) 

 

i podstawiamy do r·wnania (III.5.1), kt·re przyjmuje postaĺ 

 

( )2 2

0 0sin( ) cos( ) sinA t A t t
w

w w w j w j a w
t

- + + + =  (III.5.4) 

 

R·wnanie to przeksztağcamy korzystajŃc ze zwiŃzk·w 
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sin( ) sin cos cos sin

cos( ) cos cos sin sin

t t t

t t t

w j w j w j

w j w j w j

+ = +

+ = -
 

 

Otrzymujemy r·wnanie 

 

( ) ( )2 2 2 2

0 0

0

cos sin sin sin cos cos

sin

A t A t

t

w w
w w j j w w w j j w

t t

a w

è ø è ø
- - + - + =é ù é ù

ê ú ê ú

=

 (III.5.5) 

 

PowyŨsza r·wnoŜĺ moŨe byĺ speğniona tylko, gdy czynniki stojŃce przy funkcji sinɤt 

i cosɤt po obu stronach r·wnania bňdŃ sobie r·wne. Ten warunek oznacza, Ũe czynnik przy 

cosɤt ma byĺ r·wny zeru co moŨna zapisaĺ jako 

 

2 2 2 2

0 0

sin / 2

cos
tg

j w t bw
j

j w w w w
= = =

- -
 (III.5.6) 

 

Z tego warunku znamy juŨ ű. Teraz wyznaczamy amplitudň por·wnujŃc czynniki przy 

funkcji sinɤt (w r·wnaniu III.5.5) i podstawiajŃc odpowiednie wyraŨenia za cosű i sinű. 

Otrzymujemy wyraŨenie 

 

0 0

2 2 2 2 1/2 2 2 2 2 2 1/2

0 0[( ) ( / ) ] [( ) 4 ]
A

a a

w w w t w w b w
= =

- + - +
 (III.5.7) 

 

Moc absorbowana przez oscylator  

     Obliczmy ŜredniŃ moc absorbowanŃ przez oscylator poruszajŃcy siň pod wpğywem siğy 

wymuszonej. Moc Ŝrednia jest dana wyraŨeniem 

 
____

__ __ __ __d

d

x
P F F

t
= =v  (IV.6.1) 

 

gdzie kreska g·rna oznacza ŜredniŃ czasowŃ. 

KorzystajŃc z wyraŨeŒ (12.34) i (12.43) znajdujemy (szczeg·ğowe obliczenia pomijamy) 

 
2

2

0 2 2 2 2

0

1 2

2 ( ) (2 )
P m

bw
a
w w bw

=
- +

 (IV.6.2) 

 

ZaleŨnoŜĺ mocy absorbowanej od czňstoŜci drgaŒ wymuszajŃcych, dla przypadku sğabego 

tğumienia, jest przedstawiona na rysunku poniŨej. Widaĺ wyraŦnie maksimum mocy 

zwiŃzane ze zjawiskiem rezonansu. 
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średnia moc absorbowana dla oscylatora harmonicznego wymuszonego 

 

Skğadanie drgaŒ metodŃ wektorowŃ  

     Drgania harmoniczne jak i harmoniczne zaburzenie falowe mogŃ byĺ przedstawione 

graficznie jako obracajŃcy siň wektor, kt·rego dğugoŜĺ reprezentuje amplitudň drgaŒ. Taki 

wektor nazywamy strzağkŃ fazowŃ  (wskazem). 

Oscylacja (zaburzenie falowe) 1 1 cosx A tw=  w chwili t przedstawiona jest przez rzut tej 

Ăstrzağkiò (amplitudy) na oŜ poziomŃ (odpowiada to pomnoŨeniu A1 przez cosɤt). 

Druga oscylacja (zaburzenie falowe) 2 2 0cos( )x A tw j= + , o amplitudzie A2, r·Ũni siň od 

drgaŒ x1 o fazň ű0. Znajdujemy je podobnie jako rzut Ăstrzağkiò na oŜ poziomŃ. Teraz 

wystarczy dodaĺ graficznie (wektorowo) x1i x2 Ũeby otrzymaĺ wypadkowe drgania tak jak 

to pokazano na rysunku poniŨej. 

 
Wektorowe dodawanie drgaŒ o amplitudach A1 i A2 przesuniňtych w fazie o ű0 

daje w wyniku drganie o amplitudzie A i fazie przesuniňtej o ű 
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Wektorowe dodawanie drgaŒ o amplitudach A1 i A2 przesuniňtych w fazie o ű0 daje 

w wyniku drganie o amplitudzie A i fazie przesuniňtej o ű 

 

1 2 cos( )x x x A tw j= + = + 

 

Widaĺ to jeszcze lepiej gdy narysuje siň wektory dla fazy ɤt = 0 (lub wielokrotnoŜci 2)́ 

i gdy umieŜci siň poczŃtek jednej strzağki na koŒcu poprzedniej zachowujŃc r·Ũnicň faz 

(rysunek poniŨej). 

 
Rys. 2. Wektorowe dodawanie drgaŒ o amplitudach A1 i A2 przesuniňtych w fazie o ű0 daje 

w wyniku drganie o amplitudzie A i fazie przesuniňtej o ű. Sytuacja odpowiada fazie ɤt = 0 

 

Na podstawie tego rysunku moŨemy (korzystajŃc z twierdzenia cosinus·w) wyznaczyĺ 

amplitudň A drgaŒ wypadkowych 

 
2 2

1 2 1 2 02 cos(180 )A A A A A j= + + ¯- 

lub 
2 2

1 2 1 2 02 cosA A A A A j= + +  

 

oraz ich przesuniňcie fazowe 

2 0

1 2 0

sin

cos

A
tg

A A

j
j

j
=
+

 

Widzimy, Ũe amplituda wypadkowa osiŃga maksimum dla r·wnolegğych wektor·w 

skğadowych, co odpowiada zgodnym fazom (r·Ũnica faz ű0 = 0), natomiast minimum dla 

wektor·w skğadowych antyr·wnolegğych (r·Ũnica faz ű0 = ́ ). 
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RozwiŃzania ĺwiczeŒ z moduğu III 

 

Ĺwiczenie 11.1 

Dane: v  = 1.25 m/s. l = 5.55 km. dzew = 12 cm, dwew = 2.5 cm. 

Do obliczenia prňdkoŜci kŃtowej korzystamy ze wzoru (11.1) 
R

w=
v

 

PodstawiajŃc dane otrzymujemy: ɤmin = 20.8 rad/s, ɤmax = 100 rad/s. 

 

Przyspieszenie kŃtowe (Ŝrednie) jest zgodnie z r·wnaniem (11.3) dane zaleŨnoŜciŃ 

 

max min

t t

w ww
a

-D
= =  

 

Czas t, w kt·rym prňdkoŜĺ zmieniğa siň od minimalnej do maksymalnej obliczamy 

z zaleŨnoŜci dla ruchu jednostajnego 

l
t=

v
 

 

ĞŃczŃc ostatnie dwa r·wnania otrzymujemy Ŭ = 0.18 rad/s2.  

 

Ĺwiczenie 11.2 

Dane: F2 = 5 N, R/r = 10. 

PoniewaŨ prňdkoŜĺ kŃtowa jest stağa wiňc dL/dt = 0 i wypadkowy moment siğ jest r·wny 

zeru 

1 2( ) 0wypt t t= - = 

czyli 

1 2t t=  
skŃd 

1 2rF RF=  

 

Ostatecznie wiňc 

1 2

R
F F

r
=  = 50N 

 

Ĺwiczenie 11.3 

Dane: M, l, oŜ obrotu jest prostopadğa do prňta i przechodzi przez jeden z jego koŒc·w tak 

jak na rysunku poniŨej. 
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Moment bezwğadnoŜci prňta wzglňdem osi przechodzŃcej przez Ŝrodek prňta (zarazem jego 

Ŝrodek masy) wynosi (patrz tabela 11.3) 

 

2

. .

1

12
Ŝr mI Ml=  

 

Natomiast moment bezwğadnoŜci wzglňdem osi obrotu przechodzŃcej przez koniec prňta 

obliczamy z twierdzenia Steinera 

 
2

2 2 2

. .

1 1

12 2 3
Ŝr m

l
I I Md Ml M Ml

å õ
= + = + =æ ö

ç ÷
 

 

Ĺwiczenie 11.4 

Dane: m, R, h. 

Oba ciağa (walec i kula) majŃ na wysokoŜci h takŃ samŃ energiň potencjalnŃ r·wnŃ 

Ep = mgh, kt·ra u podn·Ũa r·wni zamienia siň na energiň kinetycznŃ ciağa toczŃcego siň. 

JeŨeli toczenie potraktujemy jako zğoŨenie ruchu postňpowego i obrotowego wzglňdem osi 

przechodzŃcej przez Ŝrodka masy to zgodnie z zasadŃ zachowania energii 

 
2 2

2 2

m I
mgh

w
= +

v
 

 

PoniewaŨ ciağa toczŃ siň bez poŜlizgu wiňc ɤ = v /R (r·wnanie 11.1). PodstawiajŃc 

odpowiednie wartoŜĺ momentu bezwğadnoŜci 21

2
walcaI MR=  oraz 22

5
kuliI MR=  moŨemy 

rozwiŃzujŃc powyŨsze r·wnanie obliczyĺ prňdkoŜci walca i kuli u doğu r·wni 

 

4

3
walca gh=v  

 

 

10

7
kuli gh=v  

 

R·Ũne wartoŜci prňdkoŜci wynikajŃ z r·Ũnych wartoŜci momentu bezwğadnoŜci, a co za tym 

idzie z r·Ũnych wartoŜci energii ruchu obrotowego. 

 

Gdyby te ciağa zsuwağy siň z r·wni to ich energia potencjalna zamieniağaby siň na energiň 

kinetycznŃ ruchu postňpowego, a poniewaŨ ich masy sŃ jednakowe wiňc i prňdkoŜci u doğu 

r·wni teŨ byğyby jednakowe i r·wne 

 

2gh=v  
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Ĺwiczenie 12.2 

Dane: m, R. 

Okres drgaŒ obrňczy obliczamy ze wzoru (12.17) 

 

2ˊ
I

T
mgd

=  

 

OdlegğoŜĺ pomiňdzy punktem zawieszenia (osiŃ obrotu), a Ŝrodkiem masy d = R. Natomiast 

moment bezwğadnoŜci wzglňdem osi obrotu (przechodzŃcej przez punkt G) obliczamy z 

twierdzenia Steinera 

 
2

. .G Ŝr mI I md= +  

 

gdzie moment bezwğadnoŜci obrňczy wzglňdem osi przechodzŃcej przez Ŝrodek masy 
2

. .Ŝr mI mR= , a odlegğoŜĺ miňdzy osiami obrotu d = R. PodstawiajŃc te wartoŜci otrzymujemy 

 

2
2ˊ

R
T

g
=  

 

Ĺwiczenie 12.3 

Dane: Ek = Ep 

Dla poszukiwanego wychylenia x energia potencjalna jest r·wna energii kinetycznej jest 

wiňc zarazem r·wna poğowie energii cağkowitej 

 

1

2
pE E=  

 
2 21

2 2 2

k x k A
=  

 

SkŃd otrzymujemy 

 

2

2

A
x=  
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Test III 

1. Na rysunku poniŨej pokazano kulkň o masie m zawieszonŃ na koŒcu sznurka o dğugoŜci 

L poruszajŃcŃ siň w pğaszczyŦnie poziomej, po okrňgu ze stağŃ prňdkoŜciŃ v . Gdy kulka 

zatacza okrŃg, sznurek porusza siň po powierzchni stoŨkowej i dlatego wahadğo to 

nazywamy wahadğem stoŨkowym. ZnajdŦ czas, w jakim kulka wykonuje jeden peğny 

obr·t. 

 
 

2. Niewielkie ciağo zeŜlizguje siň bez tarcia z powierzchni p·ğkuli o promieniu R. Na jakiej 

wysokoŜci ciağo oderwie siň od niej? 

3. Na koŒcach prňta o dğugoŜci 0.4 m, zamocowane sŃ mağe kule o masie m = 0.2 kg kaŨda. 

Oblicz moment bezwğadnoŜci tego ukğadu wzglňdem osi prostopadğej do prňta, 

przechodzŃcej przez: a) Ŝrodek prňta, b) przez jego koniec. Masa prňta M = 0.4 kg. 

4. Na obwodzie jednorodnego krŃŨka o masie M = 1 kg i promieniu R = 10 cm nawiniňta 

jest lekka nitka. Do koŒca nitki przymocowane jest ciağo o masie m = 0.5 kg. ZnajdŦ 

przyspieszenie kŃtowe krŃŨka, i przyspieszenie styczne ciağa o masie m. Jakie jest 

naprňŨenie nitki? KrŃŨek obraca siň bez tarcia. 

5.  

 
 

6. Mamy do dyspozycji sprňŨynň, kt·rŃ moŨna rozciŃgnŃĺ o 2cm przykğadajŃc do niej siğň 

8 N. SprňŨynň zamocowano poziomo i do jej koŒca przyczepiono ciağo o masie 1 kg. 

Nastňpnie rozciŃgniňto jŃ o 4 cm od poğoŨenia r·wnowagi i puszczono. PoniewaŨ ciağo 

Ŝlizga siň po powierzchni bez tarcia zatem wykonuje ruch harmoniczny prosty. Oblicz 
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(a) wsp·ğczynnik sprňŨystoŜci sprňŨyny (b) siğň z jakŃ dziağa sprňŨyna na ciağo zaraz po 

jego puszczeniu? (c) okres drgaŒ, (d) amplitudň ruchu, (e) maksymalnŃ prňdkoŜĺ 

drgajŃcego ciağa, (f) maksymalne przyspieszenie ciağa. 

7. Ciağo znajduje siň na poziomej powierzchni, kt·ra porusza siň poziomo prostym ruchem 

harmonicznym z czňstotliwoŜciŃ dw·ch drgaŒ na sekundň. Wsp·ğczynnik tarcia 

statycznego miňdzy ciağem a tŃ powierzchniŃ wynosi 1. Jak duŨa moŨe byĺ amplituda 

tego ruchu, aby ciağo nie Ŝlizgağo siň po powierzchni? 

8. W jakiej odlegğoŜci od Ŝrodka naleŨy zamocowaĺ jednorodny prňt o dğugoŜci l = 1 m, 

aby prňt tworzyğ wahadğo fizyczne o najmniejszym okresie? 

9. Oblicz jaki jest wsp·ğczynnik tğumienia b ruchu harmonicznego jeŨeli jego amplituda 

maleje dwukrotnie w czasie t = 1 min. Ile razy zmalağa w tym czasie energia drgaŒ? 
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13 Fale w oŜrodkach sprňŨystych 

     Ruch falowy jest bardzo rozpowszechniony w przyrodzie. Na co dzieŒ doŜwiadczamy 

obecnoŜci fal dŦwiňkowych i fal Ŝwietlnych. Powszechnie teŨ wykorzystujemy fale 

elektromagnetyczne do przekazywania informacji za pomocŃ radia, telewizji czy 

przenoŜnych telefon·w. 

Fale dŦwiňkowe czy teŨ fale jakie obserwujemy na powierzchni wody posiadajŃ jednak innŃ 

naturň niŨ fale elektromagnetyczne. światğo bňdŃce przykğadem fali elektromagnetycznej 

rozchodzi siň nie tylko w oŜrodkach materialnych ale r·wnieŨ w pr·Ũni. Przykğadem jest 

docierajŃce do nas Ŝwiatğo sğoneczne. Natomiast do rozchodzenia siň fal dŦwiňkowych 

niezbňdny jest oŜrodek materialny. 

W tym rozdziale poznamy wğaŜciwoŜci fal powstajŃcych w oŜrodkach sprňŨystych (takich 

jak fale dŦwiňkowe), kt·re nazywamy falami mechanicznymi . 

13.1 Fale mechaniczne 

     JeŨeli wychylimy jakiŜ fragment oŜrodka sprňŨystego z jego poğoŨenia r·wnowagi to 

w nastňpstwie bňdzie on wykonywağ drgania wok·ğ tego poğoŨenia. Te drgania, dziňki 

wğaŜciwoŜciom sprňŨystym oŜrodka, sŃ przekazywane na kolejne czňŜci oŜrodka, kt·re 

zaczynajŃ drgaĺ. W ten spos·b zaburzenie przechodzi przez cağy oŜrodek. 

 

 

Definicja 

Ruchem falowym nazywamy rozchodzenie siň zaburzenia w oŜrodku. 

 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe sam oŜrodek nie przesuwa siň, a jedynie jego elementy wykonujŃ 

drgania. Dobrym przykğadem sŃ tu fale na powierzchni wody: przedmioty pğywajŃce na 

powierzchni wody wykonujŃ ruch drgajŃcy w rytm fal natomiast same fale rozchodzŃ siň 

ruchem jednostajnym. 

Fala dobiegajŃc do danego punktu oŜrodka wprawia go w ruch drgajŃcy przekazujŃc mu 

energiň, kt·ra jest dostarczana przez Ŧr·dğo drgaŒ. Energia fal to energia kinetyczna 

i potencjalna czŃstek oŜrodka. Za pomocŃ fal moŨna przekazywaĺ energiň na duŨe odlegğoŜci 

przy czym cechŃ charakterystycznŃ jest to, Ũe fale przenoszŃ energiň poprzez oŜrodek dziňki 

przesuwaniu siň zaburzenia w oŜrodku, a nie dziňki ruchowi postňpowemu samego oŜrodka. 

Jak wynika z powyŨszego, do rozchodzenia siň fal mechanicznych potrzebny jest oŜrodek. 

To wğaŜciwoŜci sprňŨyste oŜrodka decydujŃ o prňdkoŜci rozchodzenia siň fali. 

13.1.1 Rodzaje fal  

     Ze wzglňdu na kierunek drgaŒ czŃstek oŜrodka wzglňdem kierunku rozchodzenia siň fale 

dzielimy na fale podğuŨne  i fale poprzeczne . 

Fala jest podğuŨna gdy kierunek drgaŒ czŃstek oŜrodka jest r·wnolegğy do kierunku 

rozchodzenia siň fali i zarazem kierunku transportu energii (rysunek 13.1). Przykğadem sŃ 

tu fale dŦwiňkowe w powietrzu czy teŨ drgania naprzemiennie Ŝciskanej i rozciŃganej 

sprňŨyny. 
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Rys. 13.1. Fala podğuŨna 

 

Fala jest poprzeczna gdy kierunek drgaŒ czŃstek oŜrodka jest prostopadğy do kierunku 

rozchodzenia siň fali i zarazem kierunku transportu energii (rysunek 13.2). Przykğadem 

mogŃ tu byĺ drgania naprňŨonego sznura, kt·rego koŒcem poruszamy cyklicznie w g·rň 

i w d·ğ. 

 
Rys. 13.2. Fala poprzeczna 

 

MoŨemy r·wnieŨ dokonaĺ podziağu ze wzglňdu na rodzaj zaburzenia. WaŨnymi 

przykğadami sŃ impuls falowy  i fala harmoniczna . 

Impuls falowy powstaje gdy Ŧr·dğem jest jednorazowe zaburzenie w oŜrodku: na przykğad 

gdy wrzucimy kamieŒ do wody lub gdy jednorazowo odchylimy koniec napiňtej liny 

(rysunek 13.3). 

 
Rys. 13.3. Impuls falowy 

 

Fala harmoniczna powstaje gdy Ŧr·dğo wykonuje drgania harmoniczne: na przykğad gdy 

cyklicznie wychylamy koniec napiňtej liny (rysunek13.4) 
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Rys. 13.4. Fala harmoniczna 

 

Wprowadzimy teraz pojňcie czoğa fali  i promienia fali . JeŨeli w przestrzeni rozchodzi 

siň fala to moŨemy w kaŨdej chwili utworzyĺ powierzchniň ğŃczŃcŃ punkty, do kt·rych w tej 

wğaŜnie chwili dotarğa ta fala. Przesuwanie siň tej powierzchni obrazuje rozchodzenie siň 

fali. WğaŜnie takŃ powierzchniň nazywamy czoğem fali (lub powierzchniŃ falowŃ), a kaŨdŃ 

liniň prostŃ, prostopadğŃ do czoğa fali, wskazujŃcŃ kierunek ruchu fali nazywamy 

promieniem fali. 

Ze wzglňdu na ksztağt powierzchni falowej moŨemy wyr·Ũniĺ fale pğaskie  i fale 

kuliste . 

W przypadku fal pğaskich zaburzenie rozchodzi siň w jednym kierunku, a powierzchnie 

falowe sŃ pğaszczyznami prostopadğymi do kierunku ruchu fali tak jak na rysunku 13.5 

poniŨej. 

 
Rys. 13.5. Powierzchnie falowe (pğaszczyzny) i promienie fali pğaskiej 

 

Dla fal kulistych zaburzenie rozchodzi siň ze Ŧr·dğa we wszystkich kierunkach, 

a powierzchnie falowe sŃ sferami jak na rysunku 13.6 poniŨej. 

 
Rys. 13.6. Fala kulista rozchodzŃca siň ze Ŧr·dğa Z; wycinki powğok sferycznych przedstawiajŃ 

powierzchnie falowe 
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13.2 Rozchodzenie siň fal w przestrzeni  

     RozwaŨmy rozchodzenie siň impulsu falowego (fali) wzdğuŨ dğugiego naprňŨonego 

sznura w kierunku x jak na rysunku (13.3). 

Przyjmijmy, Ũe w chwili t = 0 ksztağt sznura jest opisany funkcjŃ 

 

( )y f x=  (13.1) 

 

gdzie y jest poprzecznym wychyleniem sznura w jego punkcie x. 

W czasie t impuls falowy (fala) poruszajŃcy siň z prňdkoŜciŃ v  przesuwa siň o odcinek r·wny 

v t wzdğuŨ sznura to jest wzdğuŨ osi x, bez zmiany ksztağtu. Zatem po czasie t r·wnanie 

opisujŃce ksztağt sznura ma postaĺ 

 

( )y f x t= -v  (13.2) 

 

R·wnanie (13.2) opisuje falň biegnŃcŃ w kierunku dodatnim osi x (w prawo) o ksztağcie 

danym wğaŜnie przez funkcjň f(x,t). ZauwaŨmy, Ũe ksztağt jest taki sam w chwili t w punkcie 

x = v t jaki byğ w chwili t = 0 w punkcie x = 0 (argument funkcji ma tň samŃ wartoŜĺ r·wnŃ 

zeru). Zatem r·wnanie opisujŃce falň biegnŃcŃ w kierunku ujemnym osi x (w lewo) bňdzie 

miağo postaĺ 

 

( )y f x t= +v  (13.3) 

 

ZauwaŨmy, Ũe dla danego t mamy r·wnanie f(x) opisujŃce ksztağt sznura w danej chwili, 

a dla danego miejsca sznura x mamy r·wnanie f(t) opisujŃce poprzeczne drgania czŃstki 

sznura w punkcie x. 

Z r·wnaŒ (13.1) i (13.2) wynika, Ũe dowolna funkcja zmiennej x - v t lub x + v t opisuje falň 

biegnŃcŃ odpowiednio w prawo lub lewo, jednak do opisania rzeczywistej sytuacji musimy 

dokğadnie okreŜliĺ postaĺ funkcji f. Dlatego teraz zajmiemy siň falŃ o szczeg·lnym ksztağcie. 

RozwaŨaĺ bňdziemy poprzecznŃ falň harmonicznŃ postaci 

 

2ˊ
sin ( )y A x t
l

= -v  (13.4) 

 

kt·ra przedstawia przenoszenie siň drgaŒ harmonicznych w kierunku x, i kt·ra pokazana jest 

na rysunku (13.4). Stağa A (opisujŃca maksymalne wychylenie) jest amplitudŃ fali , 

a wyraŨenie 
2ˊ

( )x t
l

-v przedstawia fazň . (Pamiňtaj: gdy m·wimy o wybranej czňŜci fali 

to tym samym m·wimy o okreŜlonej fazie). 

ZauwaŨmy, Ũe wartoŜĺ wychylenia poprzecznego y dana wzorem (13.4) jest taka sama 

w punktach o wsp·ğrzňdnych x, x + ɚ, x + 2ɚ, x + 3ɚ, itd. Oznacza to, Ũe te punkty majŃ takŃ 

samŃ fazň. 

WielkoŜĺ ɚ nazywamy dğugoŜciŃ fali . Reprezentuje ona odlegğoŜĺ miňdzy punktami o tej 

samej fazie na przykğad miňdzy dwoma grzbietami (maksimami) tak jak na rysunku 13.7. 
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Rys. 13.7. DğugoŜĺ fali ɚ 

 

Czas, w kt·rym fala przebiega odlegğoŜĺ r·wnŃ ɚ nazywamy okresem T  

 

T
l
=

v
 (13.5) 

stŃd 

sin 2́
x t

y A
Tl

å õ
= -æ ö

ç ÷
 (13.6) 

 

Widzimy, Ũe w danej chwili t taka sama faza jest w punktach x, x + ɚ, x + 2ɚ, itd., oraz, Ũe 

w danym miejscu x faza powtarza siň w chwilach t, t + T, t + 2T, itd. 

Czňsto r·wnanie fali bieŨŃcej (13.6) wyraŨa siň poprzez dwie inne wielkoŜci: liczbň falowŃ 

k  i czňstoŜĺ koğowŃ ɤ  (lub czňstotliwoŜĺ f ), kt·re sŃ zdefiniowane jako 

 

2ˊ 2ˊ
oraz 2́k f

T
w

l
= = =  (13.7) 

 

co po podstawieniu do r·wnania (13.6) daje 

 

sin( )y A k x tw= -  (13.8) 

 

PrňdkoŜĺ fali v  moŨemy wyraziĺ jako 

 

f
T k

l w
l= = =v  (13.9) 

 

Bardziej szczeg·ğowo prňdkoŜĺ rozchodzenia siň fal jest om·wiona w nastňpnym rozdziale. 

 

 Ĺwiczenie 13.1 

Teraz samodzielnie spr·buj przeanalizowaĺ nastňpujŃce r·wnanie fali poprzecznej 

 

20sin(́ 2 )y x t= -  

 

gdzie x i y sŃ wyraŨone w centymetrach, a t w sekundach. 
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Por·wnaj to r·wnanie z og·lnym r·wnaniem (13.8) dla harmonicznej fali poprzecznej 

i wyznacz nastňpujŃce wielkoŜci: dğugoŜĺ fali ɚ, czňstoŜĺ ɤ, okres T, prňdkoŜĺ 

rozchodzenia siň fali (w kierunku x), maksymalnŃ prňdkoŜĺ i maksymalne przyspieszenie 

czŃstek oŜrodka w ich ruchu drgajŃcym (w kierunku y). Wyniki zapisz poniŨej. 

 

l =     w =    T = 

 

v fali =     vy =     ay =  

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

13.3 PrňdkoŜĺ rozchodzenia siň fal, r·wnanie falowe  

     JeŨeli chcemy zmierzyĺ prňdkoŜĺ fali v  to Ŝledzimy jak przemieszcza siň w czasie 

wybrana czňŜĺ fali czyli okreŜlona faza. Dlatego prňdkoŜĺ fali okreŜla siň jako prňdkoŜĺ 

fazowŃ . Dla wybranej fazy fali ( )y f x t= -v  poruszajŃcej siň w prawo sprowadza siň to 

do warunku 

const.x t- =v  (13.10) 

 

R·ŨniczkujŃc to r·wnanie wzglňdem czasu otrzymujemy 

 

d
0

d

x

t
- =v  (13.11) 

czyli 

d

d

x

t
=v  (13.12) 

 

Tak wyraŨa siň prňdkoŜĺ fazowa fali. 

 

W przypadku gdy zaburzenie falowe jest zğoŨeniem fal sinusoidalnych o r·Ũnych 

czňstotliwoŜciach to prňdkoŜĺ przenoszenia energii (prňdkoŜĺ fali modulowanej) moŨe byĺ 

inna niŨ prňdkoŜci fal skğadowych. TakŃ prňdkoŜĺ nazywa siň prňdkoŜciŃ grupowŃ . 

 

 

Wiňcej o prňdkoŜci grupowej moŨesz przeczytaĺ w Dodatku 1, na koŒcu moduğu 

IV. 

 

     W poprzednim rozdziale pokazaliŜmy, Ũe dowolna funkcja f(x - v t) lub f(x + v t) opisuje 

falň biegnŃcŃ odpowiednio w prawo lub lewo wzdğuŨ osi x i jako przykğad rozwaŨaliŜmy 

poprzecznŃ falň harmonicznŃ. Teraz poznamy, r·wnanie ruchu falowego, kt·re stosuje siň 

do wszystkich rodzaj·w fal: zar·wno fal mechanicznych takich jak fale dŦwiňkowe, fale na 

wodzie, fale w strunach, w sprňŨynach, jak i do fal elektromagnetycznych takich jak na 

przykğad Ŝwiatğo. 

R·wnanie ruchu falowego moŨemy wyprowadziĺ wychodzŃc od og·lnego r·wnania fali 

( )y f x t= -v . W tym celu obliczamy przyspieszenie poprzecznych drgaŒ punktu oŜrodka 

o wsp·ğrzňdnej x, to znaczy obliczamy drugŃ pochodnŃ y wzglňdem czasu 
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2

2

2
''( )

y
f x t

t

µ
= -

µ
v v  (13.13) 

 

gdzie v2 jest pochodnŃ funkcji wewnňtrznej. (Uwaga: w r·wnaniach piszemy pochodne 

czŃstkowe, oznaczane symbolem Ö, bo wychylenie y jest funkcjŃ dw·ch zmiennych 

y = f (x,t)). 

R·wnoczeŜnie 
2

2
''( )

y
f x t

x

µ
= -

µ
v  (13.14) 

 

ĞŃczŃc oba powyŨsze r·wnania otrzymujemy r·wnanie r·Ũniczkowe ruchu falowego 

 
2 2

2 2 2

1y y

x t

µ µ
=

µ µv
 (13.15) 

 

To r·wnanie speğnia kaŨda funkcja f(x - v t) jak r·wnieŨ f(x + v t). 

PrňdkoŜĺ v  rozchodzenia siň fali jest niezaleŨna od amplitudy i czňstotliwoŜci, natomiast 

w przypadku fal mechanicznych zaleŨy od sprňŨystoŜci oŜrodka i jego bezwğadnoŜci. Na 

przykğad prňdkoŜĺ fali harmonicznej rozchodzŃcej siň wzdğuŨ naprňŨonego sznura (struny) 

jest dana wyraŨeniem 

 

F

m
=v  (13.16) 

 

gdzie sprňŨystoŜĺ sznura jest okreŜlona poprzez napinajŃcŃ go siğň F (im wiňksza siğa tym 

szybciej wychylone elementy sznura wracajŃ do poğoŨenia r·wnowagi), a jego bezwğadnoŜĺ 

zaleŨy od masy Õ przypadajŃcej na jednostkň dğugoŜci sznura. 

     R·wnanie ruchu falowego moŨna wyprowadziĺ bezpoŜrednio z zasad dynamiki Newtona 

obliczajŃc prňdkoŜĺ fal w naprňŨonym sznurze. 

 

 Z tym wyprowadzeniem moŨesz siň zapoznaĺ w Dodatku 2, na koŒcu moduğu IV. 

13.4 Przenoszenie energii przez fale  

     Jak juŨ wspominaliŜmy fale przenoszŃ dostarczonŃ ze Ŧr·dğa energiň poprzez oŜrodek 

dziňki przesuwaniu siň zaburzenia w oŜrodku. Na przykğad wprawiajŃc koniec struny 

w drgania poprzeczne (rysunek13.8) Ŧr·dğo wykonuje pracň, kt·ra objawia siň w postaci 

energii kinetycznej i potencjalnej punkt·w struny (oŜrodka). 

Siğa F jaka dziağa na koniec struny porusza strunŃ w g·rň i w d·ğ wprawiajŃc jej koniec 

w drgania w kierunku y.  

Do wyznaczenia szybkoŜci przenoszenia energii przez falň posğuŨymy siň wyraŨeniem na 

moc 

 

y yP F= v  (13.17) 
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Rys. 13.8. Koniec struny wprawiony w drgania siğŃ F 

 

Jak widaĺ z rysunku 13.8 prňdkoŜĺ poprzeczna jest r·wna /y y t=µ µv , a skğadowa siğy F 

w kierunku y wynosi Fy = Fsinɗ. PodstawiajŃc otrzymujemy 

 

sin
y

P F
t

µ
q

µ
=  (13.18) 

 

Dla mağych kŃt·w ɗ moŨemy przyjŃĺ sin /y xq=-µ µ (znak minus wynika z ujemnego 

nachylenia struny). StŃd 

 

y y
P F

t x

µ µ

µ µ
=-  (13.19) 

 

Obliczamy teraz pochodne r·wnania fali harmonicznej sin( )y A k x tw= -  

 

cos( )
y

A kx t
t

µ
w w

µ
=- -  (13.20) 

oraz 

cos( )
y

Ak kx t
x

µ
w

µ
= -  (13.21) 

 

i podstawiamy do wyraŨenia na moc 

 
2 2cos ( )P FA k k x tw w= -  (13.22) 

 

KorzystajŃc z zaleŨnoŜci (13.7) oraz (13.16) otrzymujemy ostatecznie 

 
2 2 2 24 cos ( )P A f kx tp m w= -v  (13.23) 

 

ZauwaŨmy, Ũe moc czyli szybkoŜĺ przepğywu energii oscyluje w czasie. Widzimy ponadto, 

Ũe szybkoŜĺ przepğywu energii jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy i kwadratu 

czňstotliwoŜci. Ta zaleŨnoŜĺ jest prawdziwa dla wszystkich typ·w fal. 
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13.5 Interferencja fal, fale stojŃce 

     InterferencjŃ  fal nazywamy zjawisko nakğadania siň fal. RozwaŨmy dwie fale 

o r·wnych czňstotliwoŜciach i amplitudach ale o fazach r·ŨniŃcych siň o ű. JeŨeli te fale 

rozchodzŃ siň w w kierunku x, z jednakowymi prňdkoŜciami to moŨemy je opisaĺ 

r·wnaniami 

 

1 sin( )y A kx tw= -  

2 sin( )y A kx tw j= - + 
(13.24) 

 

Podobnie jak w przypadku drgaŒ, r·wnieŨ dla fal obowiŃzuje zasada superpozycji wiňc 

wypadkowŃ falň znajdujemy jako sumň fal skğadowych 

 

2 cos( 2)sin( 2)y A kx tj w j= - +  (13.25) 

 

To jest ponownie r·wnanie fali sinusoidalnej 'sin( 2)y A kx tw j= - +  o amplitudzie 

 

' 2 cos( 2)A A j=  (13.26) 

 

Widzimy, Ũe wynik nakğadania siň fal (interferencji) zaleŨy wyğŃcznie od r·Ũnicy faz ű. Dla 

ű = 0 fale sŃ zgodne w fazie i wzmacniajŃ siň maksymalnie (amplituda Aô osiŃga 

maksimum), a dla ű = 180Á fale sŃ przeciwne w fazie i wygaszajŃ siň (amplituda Aô = 0). 

OczywiŜcie dla pozostağych wartoŜci ű otrzymujemy poŜrednie wyniki nakğadania siň fal. 

 

 

MoŨesz przeŜledziĺ interferencjň fal w zaleŨnoŜci od 

r·Ũnicy faz ű korzystajŃc z programu 

komputerowego ĂSkğadanie ruch·w falowychò 

dostňpnego na stronie WWW autora i stronie Open 

AGH.  

13.5.1 Fale stojŃce  

     Ponownie zajmiemy siň interferencjŃ dwu fal o r·wnych czňstotliwoŜciach i amplitudach 

ale rozchodzŃcych siň w przeciwnych kierunkach na przykğad +x i -x. Z takŃ sytuacjŃ mamy 

do czynienia na przykğad gdy fala rozchodzŃca siň w danym oŜrodku (ciele) odbija siň od 

granicy oŜrodka (ciağa) i nakğada siň na falň padajŃcŃ. Fale te moŨna opisaĺ r·wnaniami 

 

1 sin( )y A kx tw= -  

2 sin( )y A kx tw= +  
(13.27) 

 

Falň wypadkowŃ znajdujemy jako sumň tych fal skğadowych 

 

1 2 2 sin cosy y y A k x tw= + =  (13.28) 
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ZauwaŨmy, Ũe jest to r·wnanie ruchu harmonicznego prostego postaci 'cosy A tw=  

z amplituda r·wnŃ 

' 2 sinA A kx=  (13.29) 

 

Widzimy, Ũe czŃstki oŜrodka drgajŃ ruchem harmonicznym prostym ale w przeciwieŒstwie 

do fali bieŨŃcej r·Ũne punkty oŜrodka majŃ r·ŨnŃ amplitudň drgaŒ zaleŨnŃ od ich poğoŨenia 

x. TakŃ falň nazywamy falŃ stojŃcŃ . 

Punkty, dla kt·rych kx = /́2, 3́ /2, 5́ /2, itd. czyli znajdujŃce siň w poğoŨeniach x = ɚ/4, 3ɚ/4, 

5ɚ/4 itd. majŃ maksymalnŃ amplitudň. Punkty te nazywamy strzağkami , a punkty dla 

kt·rych kx = ́ , 2́ , 3́  itd. tj. takie, Ũe x = ɚ/2, ɚ, 3ɚ/2 itd. majŃ zerowŃ amplitudň i nazywane 

sŃ wňzğami . Widaĺ, Ũe odlegğoŜci miňdzy kolejnymi wňzğami i strzağkami wynoszŃ p·ğ 

dğugoŜci fali. Sytuacja ta jest przedstawiona na rysunku 13.9, gdzie zaznaczonych jest kilka 

moŨliwych drgaŒ struny zamocowanej na obu koŒcach. 

 

 
Rys. 13.9. Fale stojŃce dla struny zamocowanej na obu koŒcach; wňzğy sŃ zaznaczone liniami 

kropkowanymi, a strzağki przerywanymi. 

 

Zwr·ĺmy uwagň na jeszcze jednŃ istotnŃ r·Ũnicň pomiňdzy falŃ bieŨŃcŃ, a falŃ stojŃcŃ. 

W fali stojŃcej energia nie jest przenoszona wzdğuŨ sznura bo nie moŨe ona przepğynŃĺ przez 

wňzğy (energia kinetyczna i potencjalna wňzğ·w jest r·wna zeru bo wňzğy nie drgajŃ). 

Energia w fali stojŃcej jest na stağe zmagazynowana w poszczeg·lnych elementach oŜrodka 

(np. struny). 

 

 

MoŨesz przeŜledziĺ powstawanie fali stojŃcej 

w wyniku interferencji fal biegnŃcych w przeciwne 

strony korzystajŃc z programu komputerowego 

ĂSkğadanie ruch·w falowychò dostňpnego na stronie 

WWW autora i na stronie Open AGH.  
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13.6 Analiza fal zğoŨonych  

     Ponownie rozpatrzmy drgania poprzeczne struny. JeŨeli struna zamocowana na obu 

koŒcach zostanie najpierw wygiňta, a nastňpnie puszczona, to wzdğuŨ struny rozchodzŃ siň 

drgania poprzeczne. Zaburzenia te odbijajŃ siň od zamocowanych koŒc·w i w wyniku 

interferencji powstaje fala stojŃca. Zwr·ĺmy uwagň, Ũe drgania struny wytwarzajŃ 

w otaczajŃcym strunň powietrzu dŦwiňkowe fale podğuŨne (fale akustyczne). PoniewaŨ 

jedynym warunkiem, jaki musi byĺ speğniony, jest nieruchomoŜĺ obu koŒc·w struny, czyli 

istnienie wňzğ·w fali stojŃcej na tych koŒcach, to mogŃ powstaĺ w tej strunie fale stojŃce 

o r·Ũnej dğugoŜci. Pierwsze trzy rodzaje drgaŒ jakie powstajŃ w strunie o dğugoŜci L 

zamocowanej na koŒcach zostağy pokazane na rysunku 13.9 (powyŨej). 

Widzimy, Ũe dla kolejnych drgaŒ 1

1

2
L l= , 2L l= , 3

3

2
L l= . MoŨemy wiňc zapisaĺ og·lny 

zwiŃzek na dğugoŜĺ fali powstajŃcej w strunie 

 

2
n

L

n
l=  (13.30) 

 

gdzie n = 1, 2, 3, ... KorzystajŃc z tego, Ũe prňdkoŜĺ fali T fl l= =v oraz z r·wnania 

(13.16) na prňdkoŜĺ fali harmonicznej rozchodzŃcej siň wzdğuŨ naprňŨonego sznura (struny) 

moŨemy obliczyĺ czňstotliwoŜĺ fal stojŃcych w strunie 

 

2 2
n

n n F
f

L L m
= =v  (13.31) 

 

NajniŨszŃ czňstoŜĺ nazywamy czňstoŜciŃ podstawowŃ , a pozostağe wyŨszymi 

harmonicznymi  czyli alikwotami. 

 

     Zazwyczaj w drganiach wystňpujŃ, opr·cz drgania podstawowego, r·wnieŨ drgania 

harmoniczne, a dŦwiňki jakie odbieramy sŃ wynikiem nakğadania siň tych drgaŒ. O jakoŜci 

instrumentu (jego barwie) decyduje wğaŜnie to ile alikwot·w jest zawarte w dŦwiňku i jakie 

sŃ ich natňŨenia. Przykğadowo, drganie wypadkowe struny bňdŃce zğoŨeniem tonu 

podstawowego (n = 1) i wyŨszych harmonicznych (n = 3, 5, 7) o r·Ũnych amplitudach jest 

pokazane na rysunku 13.10. Zwr·ĺmy uwagň, Ũe wypadkowe drganie (chociaŨ okresowe) 

nie jest harmoniczne (nie daje siň opisaĺ funkcjŃ sinus lub cosinus). 

Zagadnienie przedstawienia dowolnego drgania okresowego jako sumy drgaŒ 

harmonicznych ujmuje twierdzenie Fouriera, kt·re m·wi, Ũe 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Dowolne drganie okresowe o okresie T moŨemy przedstawiĺ jako kombinacjň 

liniowŃ (sumň) drgaŒ harmonicznych o okresach danych wzorem Tn = T/n, gdzie 

n jest liczbŃ naturalnŃ. 
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Rys. 13.10. Fala wypadkowa bňdŃca zğoŨeniem czterech fal harmonicznych 

 

Dotyczy to dowolnej funkcji okresowej wiňc moŨna na przykğad skonstruowaĺ za pomocŃ 

fal sinusoidalnych (kt·re sŃ wszňdzie zakrzywione) przebieg piğoksztağtny, kt·ry jest 

zğoŨony z odcink·w prostych (rysunek 13.11). 

 

 
Rys. 13.11. ZğoŨenie n = 10 drgaŒ harmonicznych postaci sin( ) /n t nw  (wykres g·rny) oraz piňĺ 

pierwszych drgaŒ skğadowych (wykres dolny) 

 

 Ĺwiczenie 13.2 

Innym przykğadem jest piszczağka organowa zamkniňta, w kt·rej Ŧr·dğem dŦwiňku jest 

drgajŃce powietrze. JeŨeli na krawňdŦ otwartego koŒca piszczağki skierujemy strumieŒ 

powietrza to moŨna w niej wytworzyĺ falň stojŃcŃ. Na otwartym koŒcu piszczağki powstaje 

strzağka, a na jej koŒcu zamkniňtym wňzeğ. Spr·buj wykreŜliĺ, drganie podstawowe i trzy 
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pierwsze drgania harmoniczne jakie powstajŃ w piszczağce zamkniňtej. PrzyjmujŃc, Ũe 

dğugoŜĺ piszczağki wynosi L, oblicz dğugoŜci tych fal. Jaki og·lny zwiŃzek opisuje dğugoŜci 

fal stojŃcych w piszczağce zamkniňtej? Zapisz wz·r poniŨej. 

 

ln = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

13.7 Dudnienia, modulacja amplitudy  

     Gdy omawialiŜmy fale stojŃce to mieliŜmy do czynienia z sytuacjŃ, w kt·rej dodawanie 

(superpozycja) zaburzeŒ dağo w wyniku falň o amplitudzie stağej w czasie ale zaleŨnej od 

poğoŨenia czŃstki drgajŃcej x. Jest to ilustracja tzw. interferencji w przestrzeni. Teraz 

rozpatrzmy przypadek interferencji w czasie. W tym celu rozpatrzymy, w danym punkcie 

przestrzeni x, wynik nakğadania siň dw·ch biegnŃcych w tym samym kierunku fal 

o jednakowych amplitudach ale nieznacznie r·Ũnych czňstotliwoŜciach. Drgania 

harmoniczne danej czŃstki oŜrodka (w zadanym punkcie x) wywoğane przez te fale majŃ 

postaĺ 

 

1 1 1sin sin 2́y A t A f tw= =  

2 2 2sin sin 2́y A t A f tw= =  
(13.32) 

 

a drganie wypadkowe 

 

1 2 1 2(sin 2́ sin2ˊ )y y y A f t f t= + = +  (13.33) 

 

Ze wzoru na sumň sinus·w otrzymujemy 

 

1 2 1 22 cos 2́ sin 2ˊ
2 2

f f f f
y A t t
è - ø +å õ å õ
= æ ö æ öé ù

ç ÷ ç ÷ê ú
 (13.34) 

 

R·wnanie to ma postaĺ 'sin( ) 'sin(2́ )y A t A f tw= = . Drgania wypadkowe moŨna wiňc 

uwaŨaĺ za drgania o czňstotliwoŜci 

 

1 2

2

f f
f

+
=  (13.35) 

 

(kt·ra jest ŜredniŃ czňstotliwoŜci dw·ch fal) i o amplitudzie A' (wyraŨenie w nawiasie 

kwadratowym w r·wnaniu 13.34). ZauwaŨ, Ũe amplituda zmienia siň w czasie 

z czňstotliwoŜciŃ 

 

1 2

2
amp

f f
f

-
=  (13.36) 
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JeŨeli czňstotliwoŜci f1 i f2 sŃ bliskie siebie to amplituda zmienia siň powoli (famp. jest mağa). 

M·wimy, Ũe mamy do czynienia z modulacjŃ amplitudy (AM ï amplitude modulation). 

NaturalnŃ modulacjň amplitudy dla fal dŦwiňkowych moŨemy usğyszeĺ gdy dwie struny 

instrumentu sŃ nastrojone na niewiele r·ŨniŃce siň tony. Gdy obie te struny wydajŃ 

r·wnoczeŜnie dŦwiňk (na przykğad uderzono dwa sŃsiednie klawisze fortepianu) to 

usğyszymy tak zwane dudnienia przejawiajŃce siň jako zmiana gğoŜnoŜci (rysunek 13.12). 

Zastosowanie modulacji ma na celu wprowadzenie do procesu potrzebnej informacji, kt·ra 

ma byĺ przesğana za pomocŃ fal. Modulacja amplitudy jest najstarszym i najbardziej 

rozpowszechnionym (obok modulacji czňstotliwoŜci FM) sposobem przesyğania informacji 

za pomocŃ fal radiowych. 

 
Rys. 13.12. NağoŨenie siň drgaŒ harmonicznych pokazanych na g·rnym wykresie daje w wyniku 

drganie o zmiennej w czasie amplitudzie (obwiednia dolnego wykresu) 

 

 

MoŨesz przeŜledziĺ powstawanie dudnieŒ w 

zaleŨnoŜci od stosunku czňstotliwoŜci fal 

skğadowych f2/f1 korzystajŃc z programu 

komputerowego ĂSkğadanie ruch·w falowychò 

dostňpnego na stronie WWW autora i na stronie 

Open AGH.  
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13.8 Zjawisko Dopplera 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Zjawisko Dopplera polega na pozornej zmianie czňstotliwoŜci fali z powodu ruchu 

obserwatora lub Ŧr·dğa fali. 

 

     W pracy z 1842 r., Christian Doppler zwr·ciğ uwagň, Ũe barwa ŜwiecŃcego ciağa 

(czňstotliwoŜĺ wysyğanego promieniowania) musi siň zmieniaĺ z powodu ruchu wzglňdnego 

obserwatora lub Ŧr·dğa. Zjawisko Dopplera wystňpuje dla wszystkich fal; my szczeg·ğowo 

rozwaŨymy je dla fal dŦwiňkowych. Ograniczymy siň do przypadku ruchu Ŧr·dğa 

i obserwatora wzdğuŨ ğŃczŃcej ich prostej. 

     Rozpatrzmy sytuacjň gdy Ŧr·dğo dŦwiňku spoczywa, a obserwator porusza siň w kierunku 

Ŧr·dğa z prňdkoŜciŃ vo (wzglňdem oŜrodka). JeŨeli fale o dğugoŜci ɚ rozchodzŃ siň 

z prňdkoŜciŃ v  to w czasie t dociera do nieruchomego obserwator /t lv  fal. JeŨeli 

obserwator porusza siň w kierunku Ŧr·dğa (wychodzi falom na przeciw) to odbiera jeszcze 

dodatkowo /ot lv  fal. W zwiŃzku z tym czňstotliwoŜĺ fô sğyszana przez obserwatora 

 

'

o

o o

tt

f
t

f

l l
l

+
+ +

= = =

vv

v v v v

v
 (13.37) 

 

Ostatecznie 

 

' of f
+

=
v v

v
 (13.38) 

 

Obserwator rejestruje wyŨszŃ czňstotliwoŜĺ niŨ czňstotliwoŜĺ Ŧr·dğa. Kiedy obserwator 

oddala siň od Ŧr·dğa naleŨy w powyŨszych wzorach zmieniĺ znak (na minus) prňdkoŜci 

obserwatora vo. W tym przypadku czňstotliwoŜĺ zmniejsza siň. 

Analogicznie moŨemy przestudiowaĺ przypadek Ŧr·dğa poruszajŃcego siň z prňdkoŜciŃ vz 

wzglňdem nieruchomego obserwatora (i wzglňdem oŜrodka). 

Otrzymujemy wtedy zaleŨnoŜĺ 

 

'
z

f f=
-

v

v v
 (13.39) 

 

dla przypadku Ŧr·dğa zbliŨajŃcego siň do obserwatora. Obserwator rejestruje wyŨszŃ 

czňstotliwoŜĺ niŨ czňstotliwoŜĺ Ŧr·dğa. Gdy Ŧr·dğo oddala siň to w powyŨszym wzorze 

zmieniamy znak prňdkoŜci Ŧr·dğa vz. Ta sytuacja jest przedstawiona na rysunku 13.13, gdzie 

pokazane sŃ powierzchnie falowe dla fal wysğanych ze Ŧr·dğa Z poruszajŃcego siň 

z prňdkoŜciŃ vz w stronň obserwatora O (rysunek a) w por·wnaniu do powierzchni falowych 

dla fal wysğanych z nieruchomego Ŧr·dğa (rysunek b). Widzimy, Ũe w przypadku (a) 

obserwator rejestruje podwyŨszonŃ czňstotliwoŜĺ. 
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Rys. 13.13. Fale wysyğane przez Ŧr·dğo Z: (a) poruszajŃce siň z prňdkoŜciŃ vz w stronň 

obserwatora O; (b) przez nieruchome Ŧr·dğo 

 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe zmiany czňstotliwoŜci zaleŨŃ od tego czy porusza siň Ŧr·dğo czy 

obserwator. Wzory (13.38) i (13.39) dajŃ inny wynik dla jednakowych prňdkoŜci 

obserwatora i Ŧr·dğa. 

W sytuacji kiedy porusza siň zar·wno Ŧr·dğo jak i obserwator otrzymujemy zaleŨnoŜĺ 

bňdŃcŃ poğŃczeniem wzor·w (13.39) i (13.40) 

 

' o

z

f f
å õ°

= æ ö
ç ÷

v v

v v
 (13.40) 

 

Znaki "g·rne" w liczniku i mianowniku odpowiadajŃ zbliŨaniu siň Ŧr·dğa i obserwatora, 

a znaki "dolne" ich oddalaniu siň. PowyŨsze wzory sŃ sğuszne gdy prňdkoŜci Ŧr·dğa 

i obserwatora sŃ mniejsze od prňdkoŜci dŦwiňku. 

 

 

MoŨesz przeŜledziĺ zjawisko Dopplera dla Ŧr·dğa 

i obserwatora poruszajŃcych siň wzdğuŨ ğŃczŃcej ich 

prostej korzystajŃc z programu komputerowego 

ĂEfekt Doppleraò dostňpnego na stronie WWW 

autora i na stronie Open AGH.  

 

 Ĺwiczenie 13.3 

Typowym przykğadem efektu Dopplera jest zmiana czňstotliwoŜci dŦwiňku klaksonu 

samochodu przejeŨdŨajŃcego koğo nas. Sğyszymy, Ũe klakson ma wyŨszy ton gdy 

samoch·d zbliŨa siň do nas, a niŨszy gdy siň oddala. Zağ·Ũmy, Ũe podczas mijania nas przez 

samoch·d rejestrujemy obniŨenie czňstotliwoŜci klaksonu o 15%. Na podstawie tej 

informacji sprawdŦ czy samoch·d nie przekroczyğ dozwolonej, poza obszarem 

zabudowanym, prňdkoŜci 90 km/h. PrňdkoŜĺ dŦwiňku przyjmij r·wnŃ 340 m/s. 

Wynik zapisz poniŨej. 
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v  = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

     Zjawisko Dopplera obserwujemy r·wnieŨ w przypadku fal elektromagnetycznych, 

a wiňc i Ŝwietlnych. Opis tego zjawiska dla Ŝwiatğa jest inny niŨ dla fal dŦwiňkowych. Dla 

fal dŦwiňkowych otrzymaliŜmy dwa wyraŨenia (13.38) i (13.39) na zmianň czňstotliwoŜci 

fali w zaleŨnoŜci od tego czy to Ŧr·dğo czy teŨ obserwator poruszajŃ siň wzglňdem oŜrodka 

przenoszŃcego drgania (powietrza). 

Do rozchodzenia siň Ŝwiatğa nie jest potrzebny oŜrodek (Ŝwiatğo moŨe rozchodziĺ siň 

w pr·Ũni) ponadto, zgodnie ze szczeg·lnŃ teoriŃ wzglňdnoŜci Einsteina, prňdkoŜĺ Ŝwiatğa 

nie zaleŨy od ukğadu odniesienia i dlatego czňstotliwoŜĺ fali Ŝwietlnej odbieranej przez 

obserwatora zaleŨy tylko od prňdkoŜci wzglňdnej Ŧr·dğa Ŝwiatğa i obserwatora. JeŨeli Ŧr·dğo 

i obserwator poruszajŃ siň wzdğuŨ ğŃczŃcej ich prostej to 
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b

b
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º

+
 (13.41) 

 

gdzie /u cb= . W tej zaleŨnoŜci u jest prňdkoŜciŃ wzglňdnŃ Ŧr·dğa wzglňdem odbiornika, 

a c prňdkoŜciŃ Ŝwiatğa. Dla mağych wartoŜci prňdkoŜci wzglňdnej u c<< powyŨszy wz·r 

przyjmuje postaĺ 
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 (13.42) 

 

Znak "+" odnosi siň do wzajemnego zbliŨania siň Ŧr·dğa i obserwatora, a znak "-" do ich 

wzajemnego oddalania siň. ZbliŨaniu towarzyszy wiňc wzrost czňstotliwoŜci (dla Ŝwiatğa 

oznacza to przesuniňcie w stronň fioletu), a oddalaniu siň obniŨenie czňstotliwoŜci (dla 

Ŝwiatğa oznacza to przesuniňcie w stronň czerwieni).  

Zjawisko to ma liczne zastosowania: na przykğad w astronomii sğuŨy do okreŜlenia prňdkoŜci 

odlegğych ŜwiecŃcych ciağ niebieskich. Por·wnujemy dğugoŜci fal Ŝwiatğa wysyğanego przez 

pierwiastki tych obiekt·w z dğugoŜciami fal Ŝwiatğa wysyğanego przez takie same pierwiastki 

znajdujŃce siň na Ziemi. To wğaŜnie szczeg·ğowe badania przesuniňĺ ku czerwieni 

w widmach odlegğych galaktyk wykazağy, Ũe WszechŜwiat rozszerza siň. 
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14 Statyka i dynamika pğyn·w  

     Powszechnie przyjňty jest podziağ materii na ciağa stağe i pğyny. Pod pojňciem substancji, 

kt·ra moŨe pğynŃĺ rozumiemy zar·wno ciecze jak i gazy. Pğyny, w odr·Ũnieniu od ciağ 

sztywnych, majŃcych okreŜlony rozmiar i ksztağt, ğatwo zmieniajŃ sw·j ksztağt, 

a w przypadku gaz·w przyjmujŃ objňtoŜĺ r·wnŃ objňtoŜci naczynia. M·wimy, Ũe pğyny nie 

majŃ sprňŨystoŜci ksztağtu , a majŃ sprňŨystoŜĺ objňtoŜci . Dlatego rozwiŃzanie 

zagadnieŒ z mechaniki pğyn·w wymaga posğugiwania siň nowymi pojňciami takimi jak 

ciŜnienie i gňstoŜĺ. 

14.1 CiŜnienie i gňstoŜĺ  

     R·Ũnica w dziağaniu siğy powierzchniowej na pğyn i na ciağo stağe jest zwiŃzana z tym, Ũe 

w cieczy siğy wystňpujŃ tylko przy zmianie objňtoŜci, a nie jak w ciağach stağych przy ich 

deformacji (zmianie ksztağtu). W zwiŃzku z tym w cieczy siğa powierzchniowa, zwana siğŃ 

parcia , jest zawsze prostopadğa do powierzchni pğynu podczas gdy w ciele stağym moŨe 

mieĺ dowolny kierunek. SpoczywajŃcy pğyn nie moŨe r·wnowaŨyĺ siğ stycznych (warstwy 

pğynu Ŝlizgağyby siň po sobie) i dlatego moŨe zmieniaĺ ksztağt i pğynŃĺ. W zwiŃzku z tym 

bňdziemy opisywaĺ siğň dziağajŃcŃ na pğyn za pomocŃ ciŜnienia p zdefiniowanego 

nastňpujŃco: 

 

 

Definicja 

CiŜnienie definiujemy jako stosunek siğy parcia dziağajŃcej na jednostkň powierzchni 

do wielkoŜci tej powierzchni. 

 

CiŜnienie jest wywierane zar·wno na Ŝcianki naczynia jak i na dowolne przekroje pğyn·w 

zawsze prostopadle do tych Ŝcianek i przekroj·w. 

 

 

Jednostki 

CiŜnienie jest wielkoŜciŃ skalarnŃ. JednostkŃ ciŜnienia w ukğadzie SI jest pascal 

(Pa); 1 Pa = 1 N/m2. Inne stosowane jednostki to bar (1 bar = 105 Pa), atmosfera 

(1 atm = 101325 Pa), milimetr sğupka rtňci (760 mm Hg = 1atm). 

 

     RozwaŨmy teraz zamkniňtŃ powierzchniň zawierajŃcŃ pğyn (rysunek 14.1). Dowolny 

element powierzchni dS jest reprezentowany przez wektor powierzchni dS. 

 
Rys. 14.1. Element powierzchni dS reprezentowany przez wektor powierzchni ds. 
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Definicja 

DğugoŜĺ wektora S jest r·wna polu powierzchni S, jego kierunek jest prostopadğy do 

powierzchni, a zwrot na zewnŃtrz powierzchni. 

 

Siğa F wywierana przez pğyn na ten element powierzchni wynosi 

 

p=F S  (14.1) 

 

PoniewaŨ F i S majŃ ten sam kierunek wiňc ciŜnienie p moŨna zapisaĺ 

 

F
p

S
=  (14.2) 

 

Do opisu pğyn·w stosujemy r·wnieŨ pojňcie gňstoŜci ɟ wyraŨonej jako 

 

m
r=

V
 (14.3) 

 

GňstoŜĺ pğyn·w zaleŨy od wielu czynnik·w takich jak temperatura, czy ciŜnienie. 

W tablicy 14.1 przedstawiony jest zakres gňstoŜci spotykanych w przyrodzie. 

 

Tabela 14.1. GňstoŜci wybranych obiekt·w 

Materiağ ɟ [kg/m3] 

przestrzeŒ miňdzygwiezdna 10-18 ï 10-21 

najlepsza pr·Ũnia laboratoryjna 10-17 

powietrze (1 atm 0ÁC) 1.3 

powietrze (50 atm 0ÁC) 6.5 

Ziemia: wartoŜĺ Ŝrednia 5.52Ŀ103 

Ziemia: rdzeŒ 9.5Ŀ103 

Ziemia: skorupa 2.8Ŀ103 

biağe karğy 108 - 1015 

jŃdro uranu 1017 

 

14.2 CiŜnienie wewnŃtrz nieruchomego pğynu  

     R·wnanie (14.2) opisuje ciŜnienie wywierane przez pğyn na powierzchniň, kt·ra go 

ogranicza. MoŨemy takŨe m·wiĺ o ciŜnieniu wewnňtrznym pğynu. W tym celu rozpatrzmy 

element pğynu w ksztağcie cienkiego dysku znajdujŃcego siň na gğňbokoŜci h pod 

powierzchniŃ pğynu pokazany na rysunku 14.2. GruboŜĺ dysku wynosi dh, a powierzchnia 

podstawy wynosi S. Masa takiego elementu wynosi ɟSdh a jego ciňŨar ɟgSdh. Pamiňtajmy, 

Ũe siğy dziağajŃce na element sŃ w kaŨdym punkcie prostopadğe do powierzchni. Siğy 

poziome wywoğane jedynie przez ciŜnienie pğynu r·wnowaŨŃ siň. Siğy pionowe sŃ 

wywoğywane nie tylko przez ciŜnienie pğynu ale teŨ przez jego ciňŨar. PoniewaŨ pğyn jest 

nieruchomy wiňc wypadkowa siğa dziağajŃca na element pğynu jest r·wna zeru.  
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Rys. 14.2. Siğy dziağajŃce na element cieczy znajdujŃcy siň na gğňbokoŜci h 

 

Zachowanie r·wnowagi w kierunku pionowym wymaga aby 

 

( d ) dp p S pS gS hr+ = +  (14.4) 

a stŃd 

d
d d czyli

d

p
p g h g

h
r r= =  (14.5) 

 

PowyŨsze r·wnanie pokazuje, Ũe ciŜnienie zmienia siň z gğňbokoŜciŃ pğynu. Powodem jest 

ciňŨar warstwy pğynu leŨŃcej pomiňdzy punktami, dla kt·rych mierzymy r·Ũnicň ciŜnieŒ. 

WielkoŜĺ ɟg nazywamy ciňŨarem wğaŜciwym  pğynu. Dla cieczy zazwyczaj ɟ jest stağe 

(ciecze sŃ praktycznie nieŜciŜliwe) wiňc moŨemy obliczyĺ ciŜnienie cieczy na gğňbokoŜci h 

cağkujŃc r·wnanie (14.5) 

 

0p p ghr= +  (14.6) 

 

gdzie p0 jest ciŜnieniem na powierzchni cieczy (h = 0). Zazwyczaj jest to ciŜnienie 

atmosferyczne. R·wnanie (14.6) nie tylko pokazuje, Ũe ciŜnienie roŜnie wraz z gğňbokoŜciŃ 

ale teŨ, Ũe jest jednakowe dla punkt·w o tej samej gğňbokoŜci, a nie zaleŨy od ksztağtu 

naczynia (paradoks hydrostatyczny). 

ZağoŨenie o stağej gňstoŜci ɟ nie jest jednak prawdziwe dla gaz·w gdy mamy do czynienia 

ze znacznŃ zmianŃ wysokoŜci (np. gdy wznosimy siň w atmosferze). CiŜnienie zmienia siň 

wtedy znacznie i zmienia siň teŨ ɟ. 

14.2.1 Pomiar ciŜnienia (barometr)  

     E. Torricelli skonstruowağ w 1643 r. barometr rtňciowy. Barometr Torricellego skğada siň 

z rurki wypeğnionej rtňciŃ (ɟHg = 13.6Ŀ103 kg/m3), kt·rŃ odwracamy nad naczyniem z rtňciŃ 

tak jak na rysunku 14.3. 

Zgodnie z naszymi uprzednimi rozwaŨaniami 

 

Ap ghr=  (14.7) 

podczas gdy 

.B atmp p=  (14.8) 
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Rys. 14.3. Barometr Torricellego 

 

CiŜnienia w punktach A i B sŃ jednakowe bo punkty te sŃ na jednakowej wysokoŜci wiňc 

 

.atmgh pr =  (14.9) 

skŃd 

.atmp
h

gr
=  (14.10) 

 

MierzŃc wiňc wysokoŜĺ sğupa rtňci mierzymy wielkoŜĺ ciŜnienia atmosferycznego. 

 

14.3 Prawo Pascala i prawo Archimedesa 

     Rozpatrzmy teraz ciecz w naczyniu zamkniňtym tğokiem, na kt·ry moŨemy dziağaĺ 

zmiennym ciŜnieniem zewnňtrznym p0 (rysunek poniŨej).  

 

 
Rys. 14.4. CiŜnienie zewnňtrzne wywierane na zamkniňty pğyn 
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W kaŨdym punkcie cieczy znajdujŃcym siň na gğňbokoŜci h, ciŜnienie jest dane wyraŨeniem 

(14.6). MoŨemy teraz powiňkszyĺ ciŜnienie zewnňtrzne o wartoŜĺ ȹp0. PoniewaŨ ciecze sŃ 

nieŜciŜliwe wiňc gňstoŜĺ pozostaje praktycznie bez zmian i ciŜnienie teraz wynosi 

 

0 0p p p ghr= +D +  (14.11) 

 

Zjawisko to opisuje prawo Pascala, kt·re moŨna nastňpujŃco sformuğowaĺ: 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

CiŜnienie zewnňtrzne wywierane na zamkniňty pğyn jest przekazywane niezmienione 

na kaŨdŃ czňŜĺ pğynu oraz na Ŝcianki naczynia. 

 

Prawo to jest konsekwencjŃ praw mechaniki pğyn·w podobnie jak prawo Archimedesa. 

Kiedy ciağo jest zanurzone w cağoŜci lub czňŜciowo w spoczywajŃcym pğynie to pğyn ten 

wywiera ciŜnienie na kaŨdŃ, bňdŃcŃ z nim w kontakcie, czňŜĺ powierzchni ciağa. 

Wypadkowa siğa jest skierowana ku g·rze i nazywa siň siğŃ wyporu .  

 

 
Rys. 14.5. Siğy wywierane przez pğyn na zanurzone w nim ciağo 

 

Gdy przyjmiemy przykğadowo, Ũe w cieczy zostağo zanurzone ciağo w ksztağcie walca 

o powierzchni podstawy r·wnej S (tak jak na rysunku 14.6) to wypadkowa siğa dziağajŃca na 

to ciağo jest zwiŃzana z r·ŨnicŃ ciŜnieŒ na gğňbokoŜciach h1 i h2 odpowiednio nad i pod 

walcem. 

 
Rys. 14.6. Walec o powierzchni podstawy S zanurzony w pğynie 
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Siğa wypadkowa wynosi wiňc 

 

0 2 0 1( ) ( )wypF p gh S p gh S gVr r r= + - + =  (14.12) 

 

gdzie 2 1( )V S h h= -  jest objňtoŜciŃ walca. Z otrzymanej zaleŨnoŜci wynika, Ũe siğa 

dziağajŃca na walec jest r·wna ciňŨarowi cieczy wypartej przez ten walec. ZauwaŨmy, Ũe ta 

siğa nie zaleŨy od ksztağtu ciağa, a tylko od jego objňtoŜci. 

MoŨemy wiňc sformuğowaĺ prawo Archimedesa: 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Ciağo w cağoŜci lub czňŜciowo zanurzone w pğynie jest wypierane ku g·rze siğŃ r·wnŃ 

ciňŨarowi wypartego przez to ciağo pğynu. 

 

wyporu pF m g gVr= =  (14.13) 

 

gdzie mp jest masŃ pğynu, a ɟ jego gňstoŜciŃ. Natomiast V jest objňtoŜciŃ czňŜci zanurzonej 

ciağa. 

Na kaŨde zanurzone w pğynie ciağo dziağajŃ siğa wyporu i siğa ciňŨkoŜci. Dla ciağa o masie m 

i objňtoŜci V cağkowicie zanurzonego w pğynie wypadkowa tych dw·ch siğ wynosi 

 

1 1( )wyporuF F mg gV gV gVr r r r= - = - = - (14.14) 

 

gdzie ɟ jest gňstoŜciŃ pğynu, a ɟ1 ŜredniŃ gňstoŜciŃ ciağa. Widzimy, Ũe zwrot siğy wypadkowej 

zaleŨy od r·Ũnicy gňstoŜci pğynu i ciağa. Na przykğad ciağo zanurzone w cieczy o gňstoŜci 

ɟ < ɟ1 tonie, a dla gňstoŜci ɟ > ɟ1 pğywa czňŜciowo zanurzone. 

 

 Ĺwiczenie 14.1 

KorzystajŃc z tego prawa spr·buj samodzielnie obliczyĺ jak duŨy ciňŨar moŨna przeprawiĺ 

przez rzekň za pomocŃ tratwy zbudowanej z 10 okrŃgğych kğ·d drewnianych o Ŝrednicy 

20 cm i dğugoŜci 3 m kaŨda. GňstoŜĺ drewna przyjmij r·wnŃ 750 kg/m3, a gňstoŜĺ wody 

1000 kg/m3. Wyniki zapisz poniŨej. 

 

Q = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

14.4 Og·lny opis przepğywu pğyn·w 

     Przejdziemy teraz do opisu ruchu pğynu czyli zajmiemy siň dynamikŃ pğyn·w. Znane sŃ 

dwa podejŜcia do opisu ruchu pğynu. MoŨemy albo zajŃĺ siň opisem ruchu poszczeg·lnych 

czŃsteczek pğynu albo opisywaĺ gňstoŜĺ pğynu i jego prňdkoŜĺ w kaŨdym punkcie przestrzeni 

w funkcji czasu. Oznacza to, Ũe koncentrujemy siň na wybranym punkcie przestrzeni, 

w kt·rym definiujemy funkcje ɟ(x,y,z,t) oraz v (x,y,z,t). 

Na wstňpie poznamy og·lne pojňcia charakteryzujŃce przepğyw: 



Moduğ IV ï Statyka i dynamika pğyn·w 

 183 

¶ Przepğyw moŨe byĺ ustalony  (laminarny) lub nieustalony . Ruch pğynu jest 

ustalony, gdy prňdkoŜĺ pğynu v  w dowolnie wybranym punkcie jest stağa w czasie tzn. 

kaŨda czŃsteczka przechodzŃca przez dany punkt zachowuje siň tak samo. Warunki takie 

osiŃga siň przy niskich prňdkoŜciach przepğywu; 

¶ Przepğyw moŨe byĺ wirowy  lub bezwirowy . Przepğyw jest bezwirowy, gdy 

w Ũadnym punkcie czŃsteczka nie ma wypadkowej prňdkoŜci kŃtowej; 

¶ Przepğyw moŨe byĺ ŜciŜliwy  lub nieŜciŜliwy  Przepğyw jest nieŜciŜliwy gdy gňstoŜĺ 

pğynu jest stağa. Zazwyczaj przepğyw cieczy jest nieŜciŜliwy. R·wnieŨ przepğyw gazu 

moŨe byĺ w pewnych warunkach nieŜciŜliwy. Przykğadem moŨe tu byĺ ruch powietrza 

wzglňdem skrzydeğ samolotu podczas lotu z prňdkoŜciŃ mniejszŃ od prňdkoŜci dŦwiňku. 

¶ Przepğyw moŨe byĺ lepki  lub nielekki . LepkoŜĺ w ruchu pğyn·w jest 

odpowiednikiem tarcia w ruchu ciağ stağych. Charakteryzuje op·r pğyn·w przeciw 

pğyniňciu pod dziağaniem siğ zewnňtrznych. LepkoŜĺ jest istotnŃ cechŃ wielu produkt·w 

na przykğad smar·w. 

 

W naszych rozwaŨaniach ograniczymy siň do przepğyw·w ustalonych, bezwirowych, 

nieŜciŜliwych i nielepkich. 

W przepğywie ustalonym v  jest stağa w czasie w danym punkcie. Oznacza to, Ũe kaŨda 

czŃstka przechodzŃca przez dowolny punkt ma takŃ samŃ prňdkoŜĺ np. v1. Tak samo jest 

w kolejnym punkcie gdzie kaŨda czŃstka ma prňdkoŜĺ v2. Dotyczy to wszystkich punkt·w. 

Oznacza to, Ũe wystarczy przeŜledziĺ tor jednej czŃstki, a bňdziemy znali tor kaŨdej czŃstki 

przechodzŃcej przez dany punkt. Tor tej czŃstki nazywamy liniŃ prŃdu  (rysunek 14.7). 

Linia prŃdu jest r·wnolegğa do prňdkoŜci pğynu. ŧadne linie prŃdu nie mogŃ siň przecinaĺ 

bo istniağaby niejednoznacznoŜĺ w wyborze drogi przez czŃstkň (przepğyw nie byğby 

ustalony). 

 

 
Rys. 14.7. Linie prŃdu 

 

JeŨeli wybierzemy pewnŃ skoŒczonŃ liczbň linii prŃdu to takŃ wiŃzkň nazywamy strugŃ 

prŃdu . Brzegi skğadajŃ siň z linii prŃdu, a poniewaŨ linie prŃdu sŃ r·wnolegğe do 

prňdkoŜci wiňc pğyn nie przepğywa przez brzegi strugi. Pğyn wchodzŃcy jednym koŒcem 

strugi musi opuŜciĺ jŃ drugim tak jak w rurce. Na rysunku 14.8 prňdkoŜĺ czŃstek w punkcie 

P1 wynosi v1, a pole przekroju strugi S1. W punkcie P2 mamy odpowiednio prňdkoŜĺ v2 

i pole przekroju S2. 
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Rys. 14.8. Struga prŃdu. 

 

W czasie ȹt czŃstka pğynu przebywa odlegğoŜĺ r·wnŃ vȹt. Masa pğynu przechodzŃcego 

przez S1 w czasie ȹt wynosi 

 

1 1 1m S trD = Dv  (14.15) 

 

gdzie S1v1ȹt stanowi objňtoŜĺ elementu pğynu. Analogicznie masa pğynu przepğywajŃcego 

przez powierzchniň S2 w czasie ȹt jest r·wna 

 

2 2 2m S trD = Dv  (14.16) 

 

PoniewaŨ pğyn jest nieŜciŜliwy wiňc jego gňstoŜĺ jest taka sama w punkcie P1 i P2. Ponadto 

miňdzy tymi punktami pğyn nie moŨe opuŜciĺ strugi wiňc strumienie mas przepğywajŃce 

przez obie powierzchnie muszŃ byĺ sobie r·wne. Zatem 

 

1 1 2 2S S=v v  (14.17) 

lub 

const.S =v  (14.18) 

 

Otrzymany zwiŃzek nosi nazwň r·wnania ciŃgğoŜci. Wynika z niego, Ũe 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

PrňdkoŜĺ pğynu nieŜciŜliwego przy ustalonym przepğywie jest odwrotnie 

proporcjonalna do pola przekroju strugi. 

 

Linie prŃdu muszŃ siň zagňszczaĺ w wňŨszej czňŜci, a rozrzedzaĺ w szerszej. To znaczy, 

rzadko rozmieszczone linie oznaczajŃ obszary niskiej prňdkoŜci, linie rozmieszczone gňsto 

obszary wysokiej prňdkoŜci. 
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14.5 R·wnanie Bernoulliego  

     RozwaŨmy, pokazany na rysunku 14.9, nielepki, ustalony, nieŜciŜliwy przepğyw pğynu 

w strudze. Pğyn na rysunku przemieszcza siň w stronň prawŃ. W czasie ȹt powierzchnia S1 

przemieszcza siň o odcinek v1ȹt. Analogicznie powierzchnia S2 przemieszcza siň o odcinek 

v2ȹt. Na powierzchniň S1 dziağa siğa F1 = p1S1, a na powierzchniň S2 siğa F2 = p2S2. 

 

 
Rys. 14.9. Wyprowadzenie r·wnania Bernoulliego 

 

Skorzystamy teraz z twierdzenia o pracy i energii, kt·re m·wi, Ũe praca wykonana przez 

wypadkowŃ siğň jest r·wna zmianie energii ukğadu. Siğami, kt·re wykonujŃ pracň sŃ F1 i F2. 

Obliczamy wiňc cağkowitŃ pracň 

 

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2W F t F t p S t p S t= D - D = D - Dv v v v  (14.19) 

 

PoniewaŨ w czasie ȹt ta sama objňtoŜĺ pğynu V wpğywa do strugi i z niej wypğywa 

2 2 1 1S t S t VD = D =v v  wiňc 

 

1 2( )W p p V= -  (14.20) 

 

ObliczonŃ pracň por·wnujemy ze zmianŃ energii strugi 

 
2 2

2 1
1 2 2 1( )

2 2

m m
p p V mgh mgh

å õ å õ
- = + - +æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷

v v
 (14.21) 

 

gdzie m jest masŃ przemieszczonej objňtoŜci V pğynu. DzielŃc stronami r·wnanie (14.21) 

przez objňtoŜĺ V, a nastňpnie wprowadzajŃc gňstoŜĺ cieczy ɟ = m/V moŨna, grupujŃc 

odpowiednio wyrazy, przeksztağciĺ to r·wnanie do postaci 

 
2 2

1 2
1 1 2 2

2 2
p gh p gh
r r

r r+ + = + +
v v

 (14.22) 
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PoniewaŨ nasze rozwaŨania odnosiğy siň do dowolnych dw·ch poğoŨeŒ, moŨemy opuŜciĺ 

wskaŦniki i napisaĺ 

 

const .
2

p gh
r

r+ + =
v

2

 (14.23) 

 

R·wnanie to nosi nazwň r·wnania Bernoulliego dla przepğywu ustalonego, nielepkiego 

i nieŜciŜliwego. Jest to podstawowe r·wnanie mechaniki pğyn·w. WyraŨa fakt, Ũe 

z przepğywem pğynu zwiŃzane jest (opr·cz ciŜnienia statycznego) ciŜnienie dynamiczne  
2 / 2rv . 

Wynika z niego, Ũe przepğyw cieczy w strudze moŨe byĺ wywoğany r·ŨnicŃ ciŜnieŒ na 

koŒcach strugi lub r·ŨnicŃ poziom·w tych koŒc·w. 

 

 Przykğad 

Zilustrujmy to prostym przykğadem pompki wodnej stosowanej na przykğad w akwarystyce. 

W tym urzŃdzeniu woda z akwarium jest przepompowywana przez ukğad filtr·w 

i odprowadzana z powrotem do akwarium. Po drodze woda jest przepuszczana przez 

przewňŨenie w rurce tak jak na rysunku 14.10. PrňdkoŜĺ wody w przewňŨeniu jest (zgodnie 

z r·wnaniem ciŃgğoŜci) wiňksza niŨ w rurce. Zgodnie z r·wnaniem Bernoulliego, 

w poziomej rurce (h = const.) const .
2

p
r
+ =

v
2

, wiňc gdy roŜnie prňdkoŜĺ v  i pğyn jest 

nieŜciŜliwy (stağa gňstoŜĺ), to p maleje i w przewňŨeniu ciŜnienie jest mniejsze niŨ 

w pozostağej czňŜci rurki. JeŨeli to przewňŨenie jest dostatecznie mağe to ciŜnienie moŨe byĺ 

niŨsze od atmosferycznego, a to oznacza, Ũe przez otw·r w przewňŨeniu woda nie bňdzie 

uciekaĺ tylko z zewnŃtrz bňdzie zasysane powietrze. W ten spos·b woda bňdzie nie tylko 

filtrowana ale jeszcze dodatkowo napowietrzana. 

 
Rys. 14.10. Pompka wodna 

 

 Ĺwiczenie 14.2 

Spr·buj samodzielnie wykonaĺ bardzo proste doŜwiadczenie. WeŦ dwie kartki papieru 

i trzymaj je ustawione r·wnolegle do siebie w niewielkiej odlegğoŜci (np. 1-2 cm). 

Nastňpnie dmuchnij miňdzy kartki. Okazuje siň, Ũe kartki nie rozchylajŃ siň, a zbliŨajŃ do 

siebie, sklejajŃ siň. Spr·buj wyjaŜniĺ przyczynň tego zjawiska. 
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R·wnanie Bernoulliego moŨe byĺ wykorzystane do wyznaczenia prňdkoŜci pğynu na 

podstawie pomiaru ciŜnienia. Ponownie posğugujemy siň rurkŃ z przewňŨeniem, do kt·rej 

przymocowano tak jak na rysunku 14.11, dwie pionowe rurki A i B sğuŨŃce do pomiaru 

ciŜnienia. 

 

 
Rys. 14.11. Pomiar prňdkoŜci pğynu metodŃ Venturiego 

 

StosujŃc r·wnanie Bernoulliego dla punkt·w, w kt·rych prňdkoŜĺ pğynu wynosi 

odpowiednio v1 i v2 (przewňŨenie) otrzymujemy 

 
2 2

1 2
1 2

2 2
p p
r r
+ = +

v v
 (14.24) 

 

PoniewaŨ v1 < v2 wiňc ciŜnienie w przewňŨeniu jest mniejsze niŨ w rurce p2 < p1. R·Ũnica 

ciŜnieŒ zgodnie z r·wnaniem (14.24) wynosi 

 
2 2

2 1
1 2

2 2
p p

r r
- = -

v v
 (14.25) 

 

Z r·wnania ciŃgğoŜci wynika, Ũe 

 

1
2 1

2

S

S
=v v  (14.26) 

 

PodstawiajŃc tň zaleŨnoŜĺ do r·wnania (14.25) otrzymujemy 

 
2 2

1 1
1 2 2

2

1
2

S
p p

S

r å õ
- = -æ ö

ç ÷

v
 (14.27) 

 

R·wnoczeŜnie tň samŃ r·Ũnicň ciŜnieŒ moŨna wyznaczyĺ z r·Ũnicy poziom·w pğynu 

w rurkach A i B (rysunek 14.9) 

 

1 2p p ghr- =  (14.28) 



Moduğ IV ï Statyka i dynamika pğyn·w 

 188 

Por·wnujŃc powyŨsze dwa wzory moŨemy wyznaczyĺ prňdkoŜĺ v1 w rurce 

 

1 2 2

1 2

2

/ 1

gh

S S
=

-
v  (14.29) 

 

Metoda pomiaru prňdkoŜci pğynu oparta na wyznaczeniu r·Ũnicy wysokoŜci pğynu w dw·ch 

pionowych rurkach nosi nazwň metody Venturiego. 

 

 Ĺwiczenie 14.3 

W zbiorniku wody na gğňbokoŜci h znajduje siň otw·r przez kt·ry wycieka woda. Oblicz 

prňdkoŜĺ v  z jakŃ wycieka woda.  

Wskaz·wka: Zastosuj r·wnanie Bernoulliego dla punktu na powierzchni cieczy i punktu 

w otworze przez, kt·ry wycieka woda. Wyniki zapisz poniŨej. 

v  = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

14.6 Dynamiczna siğa noŜna  

     W odr·Ũnieniu od statycznej siğy noŜnej , kt·rŃ jest siğa wyporu dziağajŃcŃ zgodnie 

z prawem Archimedesa na przykğad na balon czy statek, dynamiczna siğa noŜna  

wywoğana jest ruchem ciağ w pğynie, na przykğad na skrzydğa samolotu czy Ŝmigğa 

helikoptera. Na rysunku 14.12 poniŨej pokazane sŃ schematycznie linie prŃdu i ruch czŃstek 

powietrza wok·ğ skrzydğa samolotu. 

 
Rys. 14.12. Linie prŃdu wok·ğ skrzydğa samolotu 

 

Samolot wybieramy jako ukğad odniesienia i rozpatrujemy ruch powietrza wzglňdem 

skrzydğa. 

AnalizujŃc linie prŃdu zauwaŨymy, Ũe ze wzglňdu na ustawienie skrzydğa (tak zwany kŃt 

natarcia ) linie prŃdu nad skrzydğem sŃ rozmieszczone gňŜciej niŨ pod skrzydğem co 

oznacza, Ũe prňdkoŜĺ v1 powietrza ponad skrzydğem jest wiňksza niŨ prňdkoŜĺ v2 pod 
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skrzydğem. Prowadzi to do wniosku, zgodnie z prawem Bernoulliego, Ũe ciŜnienie nad 

skrzydğem jest mniejsze od ciŜnienia pod skrzydğem i Ũe otrzymujemy wypadkowŃ siğň 

noŜnŃ F skierowanŃ ku g·rze. Wniosek ten wynika wprost z trzeciej zasady dynamiki 

Newtona. Wektor prňdkoŜci va powietrza zbliŨajŃcego siň do skrzydğa jest poziomy podczas 

gdy powietrze za skrzydğem jest skierowane na ukos w d·ğ (prňdkoŜĺ vb ma skğadowŃ 

pionowŃ). Oznacza to, Ũe skrzydğo pchnňğo powietrze w d·ğ wiňc w reakcji powietrze 

pchnňğo skrzydğo do g·ry. 

W naszych rozwaŨaniach pominňliŜmy siğň oporu powietrza tak zwanŃ siğň oporu 

czoğowego . W warunkach rzeczywistych siğa noŜna jest wypadkowŃ przedstawionej 

powyŨej siğy parcia wynikajŃcej z asymetrycznej budowy skrzydğa i siğy oporu czoğowego. 

Przy konstrukcji skrzydeğ jak i Ŝmigieğ staramy siň zminimalizowaĺ op·r czoğowy. Ta sama 

siğa oporu czoğowego wpğywa znaczŃco na zuŨycie paliwa w samochodach. Dlatego tak 

wielkŃ wagň konstruktorzy przywiŃzujŃ do optymalizacji ksztağtu nadwozia samochod·w. 

Ten rozdziağ koŒczy moduğ czwarty; moŨesz teraz przejŜĺ do podsumowania i zadaŒ 

testowych. 
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Podsumowanie 

¶ PrňdkoŜĺ fali moŨna wyraziĺ jako f
T k

l w
l= = =v , gdzie 

2ˊ 2ˊ
orazk

T
w

l
= = . 

¶ Funkcja sin( )y A k x tw= - opisujŃca sinusoidalnŃ falň rozchodzŃcŃ siň w kierunku x jest 

przykğadem funkcji f(x-v t) bňdŃcej rozwiŃzaniem r·wnania falowego 

2 2

2 2 2

1y y

x t

µ µ

µ µ
=

v
. 

¶ PrňdkoŜĺ fali biegnŃcej w strunie wynosi 
F

k

w

m
= =v , gdzie F jest naprňŨeniem struny, 

a m masŃ na jednostkň dğugoŜci. 

¶ SzybkoŜĺ przenoszenia energii przez fale jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy 

i kwadratu czňstotliwoŜci. 

¶ Interferencja fali biegnŃcej wzdğuŨ struny z falŃ odbitŃ od koŒca struny daje falň, kt·rej 

amplituda zaleŨy od poğoŨenia x; A' = 2Asinkx. Strzağki w poğoŨeniach x = l/4, 3l/4, 

5l/4,.... majŃ maksymalnŃ amplitudň, a wňzğy w poğoŨeniach x = l/2, l, 3l/2,.... majŃ 

zerowŃ amplitudň. 

¶ Przy nağoŨeniu siň drgaŒ harmonicznych o niewiele r·ŨniŃcych siň czňstotliwoŜciach 

powstaje drganie o wolno zmiennej w czasie amplitudzie zwane dudnieniem. 

¶ Pozorna zmiana czňstotliwoŜci fali wysyğanej przez Ŧr·dğo z powodu wzglňdnego ruchu 

obserwatora lub Ŧr·dğa jest dla fal dŦwiňkowych dana zaleŨnoŜciŃ' o

z

f f
å õ°

= æ ö
ç ÷

v v

v v
, 

gdzie vo i vz sŃ odpowiednio prňdkoŜciami obserwatora i Ŧr·dğa, a v  jest prňdkoŜciŃ 

dŦwiňku. Znaki "g·rne" w liczniku i mianowniku odpowiadajŃ zbliŨaniu siň Ŧr·dğa i 

obserwatora, a znaki "dolne" ich oddalaniu siň. R·wnanie opisuje przypadek ruchu 

Ŧr·dğa i obserwatora wzdğuŨ ğŃczŃcej ich prostej i jest sğuszne gdy prňdkoŜci Ŧr·dğa 

i obserwatora sŃ znacznie mniejsze od prňdkoŜci dŦwiňku. 

¶ CiŜnienie wywierane przez siğň F na powierzchniň S wynosi 
F

p
S
= . 

¶ CiŜnienie cieczy o stağej gňstoŜci na gğňbokoŜci h wynosi 0p p ghr= + , gdzie p0 jest 

ciŜnieniem na powierzchni cieczy (h = 0). 

¶ CiŜnienie zewnňtrzne wywierane na zamkniňty pğyn jest przekazywane niezmienione na 

kaŨdŃ czňŜĺ pğynu oraz na Ŝcianki naczynia (prawo Pascala). 

¶ Ciağo w cağoŜci lub czňŜciowo zanurzone w pğynie jest wypierane ku g·rze siğŃ r·wnŃ 

ciňŨarowi wypartego przez to ciağo pğynu (prawo Archimedesa) 
wyporuF gVr= , gdzie r 

jest gňstoŜciŃ pğynu, a V objňtoŜciŃ czňŜci zanurzonej ciağa. 

¶ Z r·wnania ciŃgğoŜci wynika, Ũe prňdkoŜĺ pğynu nieŜciŜliwego przy ustalonym 

przepğywie jest odwrotnie proporcjonalna do pola przekroju strugi Sv  = const. 

¶ Przepğyw ustalony, nielepki i nieŜciŜliwy jest opisany r·wnaniem Bernoulliego 

const.
2

p gh
r

r+ + =
v

2

 Z dynamicznym ciŜnieniem İrv2 jest zwiŃzana dynamiczna 

siğa noŜna wywoğana ruchem ciağ w pğynie. 
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Materiağy dodatkowe do Moduğu IV 

PrňdkoŜĺ grupowa  

     RozwaŨmy, dwie poprzeczne fale sinusoidalne o zbliŨonych czňstotliwoŜciach 

i dğugoŜciach fal (rysunek poniŨej) opisane r·wnaniami 

 

[ ]

[ ]
1

2

sin ( d ) ( d )

sin ( d ) ( d )

y A t k k x

y A t k k x

w w

w w

= + - +

= - - -
 (IV.1.1) 

 

SumŃ takich dw·ch fal (rysunek) jest fala 

 

[ ]1 2 2 cos (d ) (d ) cos( )y y y A t k x t kxw w= + = - - (IV.1.2) 

 

 
Dwie fale sinusoidalne y1 i y2 o zbliŨonych czňstotliwoŜciach i dğugoŜciach fal; 

obwiednia ich sumy (linia przerywana) rozchodzi siň z prňdkoŜciŃ grupowŃ 

 

Na rysunku widzimy, Ũe fala sumaryczna y1 + y2 jest modulowana, a z r·wnania (IV.1.2) 

wynika, Ũe funkcja modulujŃca ma postaĺ 

 

[ ]( , ) 2 cos (d ) (d )A x t A t k xw= -  (IV.1.3) 

 

PrňdkoŜĺ paczki fal  (prňdkoŜĺ ruchu obwiedni) wyznaczamy analizujŃc jak przemieszcza 

siň w czasie wybrany punkt obwiedni (na przykğad maksimum). Odpowiada to warunkowi 

 

(d ) (d ) const.t k xw - =  (IV.1.4) 
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R·ŨniczkujŃc to r·wnanie wzglňdem czasu 

 

d
d d 0

d

x
k

t
w- = (IV.1.5) 

 

otrzymujemy wyraŨenie na prňdkoŜĺ grupowŃ 

 

d d

d d
gr

x

t k

w
= =v  (IV.1.6) 

 

PrňdkoŜĺ grupowa jest na og·ğ r·Ũna od prňdkoŜci fal skğadowych. 

 

PrňdkoŜĺ fal w naprňŨonym sznurze (strunie)  

    Spr·bujmy wyprowadziĺ wz·r na zaleŨnoŜĺ prňdkoŜci v  fali od siğy F naprňŨajŃcej sznur 

i od Õ = m/l tj. masy przypadajŃcej na jednostkň dğugoŜci sznura. W tym celu rozpatrzmy 

mağy wycinek sznura o dğugoŜci dx pokazany na rysunku poniŨej. 

 
Element sznura o dğugoŜci dx 

 

KoŒce wycinka sznura tworzŃ z osiŃ x mağe kŃty ɗ1 i ɗ2. Dla mağych kŃt·w ɗ å sinɗ å dy/dx. 

Wypadkowa pionowa siğa tj. siğa wychylajŃca sznur w kierunku y wynosi 

 

2 1 2 1sin sinwypF F F F Fq q q q= - = - (IV.2.1) 

 

Zgodnie z zasadŃ dynamiki siğa wypadkowa jest r·wna iloczynowi masy wycinka dm = Õdx 

i jego przyspieszenia. StŃd 

 

2 1 2
( d ) ( d )

y

wyp

y
F F F x x

t t
q q m m

µ µ
= - = =

µ µ

v 2

 (IV.2.2) 

 

lub 
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2

2

y

x F t

q m µ

µ

µ
=

µ
 (IV.2.3) 

 

UwzglňdniajŃc, Ũe /y xq=µ µ otrzymujemy 

 
2 2

2 2

y y

x F t

µ m µ

µ µ
=  (IV.2.4) 

 

Jest to r·wnanie falowe dla sznura (struny). Podstawmy teraz do tego r·wnania odpowiednie 

pochodne r·wnania fali harmonicznej ( , ) sin( )y f x t A k x tw= = -  

 
2

2

2
sin( )

y
A k x t

t

µ
w w

µ
=- -  (IV.2.5) 

oraz 
2

2

2
sin( )

y
Ak k x t

x

µ
w

µ
=- -  (IV.2.6) 

 

W wyniku podstawienia otrzymujemy 

 

2 2k
F

m
w=  (IV.2.7) 

 

StŃd moŨemy juŨ obliczyĺ prňdkoŜĺ fali 

 

F

k

w

m
= =v  (IV.2.8) 

 

W ten spos·b pokazaliŜmy r·wnieŨ, Ũe zaproponowana przez nas funkcja (13.8) jest 

rozwiŃzaniem r·wnania falowego (IV.2.4) jeŨeli speğniona jest zaleŨnoŜĺ (IV.2.7). Zwr·ĺmy 

ponadto uwagň, Ũe fala harmoniczna jest przenoszona wzdğuŨ struny z prňdkoŜciŃ niezaleŨnŃ 

od amplitudy i czňstotliwoŜci. Przepiszmy teraz r·wnanie falowe z uwzglňdnieniem 

zaleŨnoŜci (IV.2.8) 

 
2 2

2 2 2

1y y

x t

µ µ

µ µ
=

v
 (IV.2.9) 

 

R·wnanie falowe w tej postaci, stosuje siň do wszystkich rodzaj·w rozchodzŃcych siň fal. 
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RozwiŃzania ĺwiczeŒ z moduğu IV 

 

Ĺwiczenie 13.1 

Dane: r·wnanie harmonicznej fali poprzecznej 20sin(́ 2 )y x t= - , x i y sŃ wyraŨone 

w centymetrach, a t w sekundach.  

Por·wnujŃc to r·wnanie z og·lnym r·wnaniem dla harmonicznej fali poprzecznej 

sin( )y A k x tw= - bezpoŜrednio moŨemy okreŜliĺ, Ũe: amplituda A = 20 cm, czňstoŜĺ ɤ = 2 

rad/s, a liczba falowa k = ́  cm-1. 

KorzystajŃc z tych informacji obliczamy kolejno:  

dğugoŜĺ fali 
2ˊ

k
l= = 2 cm, okres drgaŒ 

2ˊ
T
w
=  = ́  s,  

prňdkoŜĺ rozchodzenia siň fali 
T

l
=v  = 0.318 cm/s. 

PrňdkoŜĺ drgaŒ poprzecznych obliczamy z zaleŨnoŜci 
d

cos( )
d

y

y
A k x t

t
w w= =- -v . 

Maksymalna wartoŜĺ prňdkoŜci poprzecznej wynosi 
maxy Aw=v  = 40 cm/s. 

Przyspieszenie czŃstek w ruchu drgajŃcym obliczamy z zaleŨnoŜci 

y 2
d

sin( )
d

ya A k x t
t

w w= =- -
v

. 

Maksymalna wartoŜĺ przyspieszenia wynosi 2

maxya Aw=  = 80 cm/s2. 

 

Ĺwiczenie 13.2 

Dane: L dğugoŜĺ piszczağki. 

Na rysunku poniŨej pokazane sŃ: drganie podstawowe i trzy pierwsze drgania harmoniczne 

jakie powstajŃ w piszczağce zamkniňtej. Jedynym warunkiem, jaki musi byĺ speğniony, jest 

istnienie strzağki na otwartym koŒcu piszczağki i wňzğa na jej koŒcu zamkniňtym. 
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Na podstawie pokazanych na rysunku czterech drgaŒ moŨemy napisaĺ og·lny zwiŃzek na 

dğugoŜĺ fali powstajŃcej w piszczağce zamkniňtej 

 

4

2 1
n

L

n
l=

-
 

 

gdzie n = 1, 2, 3, .....  

 

Ĺwiczenie 13.3 

Dane: prňdkoŜĺ dŦwiňku v  = 340 m/s, wzglňdna zmiana czňstotliwoŜci przy mijaniu wynosi 

15%.  

Podczas zbliŨania siň samochodu rejestrujemy dŦwiňk o czňstotliwoŜci 1

z

f f=
-

v

v v
, 

a podczas jego oddalania siň o czňstotliwoŜci 2

z

f f=
+

v

v v
, gdzie v  jest prňdkoŜciŃ 

dŦwiňku, a vz prňdkoŜciŃ Ŧr·dğa czyli samochodu.  

Wzglňdna zmiana czňstotliwoŜci wynosi 15% wiňc 1 2

1

0.15
f f

f

-
= . 

PodstawiajŃc do tego r·wnania podane zaleŨnoŜci na f1 i f2, a nastňpnie przeksztağcajŃc je 

otrzymujemy 

 

2
0.15z

z

=
+

v

v v
 

 

Obliczona z tego r·wnania wartoŜĺ prňdkoŜci Ŧr·dğa dŦwiňku (samochodu) wynosi 

vz = 27.57 m/s = 99 km/h  

 

Ĺwiczenie 14.1 

Dane: n =10 kğ·d drewnianych o Ŝrednicy d = 20 cm i dğugoŜci l = 3 m kaŨda. GňstoŜĺ 

drewna ɟd = 750 kg/m3, gňstoŜĺ wody  ɟw = 1000 kg/m3, przyspieszenie grawitacyjne g = 10 

m/s2. 

Siğa wyporu dziağajŃca na tratwň ma zr·wnowaŨyĺ ciňŨar tratwy z ğadunkiem 

 

wyporu tratwy ğadunkuF Q Q= +  

 

StŃd 

 

2( ) ˊ ( )

ğadunku wyporu tratwy w d

w d w d

Q F Q Vg Vg

Vg n r lg

r r

r r r r

= - = - =

= - = -
 

 

gdzie uwzglňdniono maksymalnŃ siğň wyporu (gdy tratwa jest cağa zanurzona w wodzie). 

Po podstawieniu danych otrzymujemy Qğadunku = 2356 N. 
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Ĺwiczenie 14.3 

Dane: h, przyspieszenie grawitacyjne g. 

Na rysunku poniŨej pokazana jest linia prŃdu ğŃczŃca dowolny punkt na powierzchni cieczy 

z otworem, przez kt·ry wypğywa woda. 

 
Stosujemy r·wnanie Bernoulliego dla punkt·w (1) i (2) otrzymujemy 

 
2 2

1 2
1 1 2 2

2 2
p gh p gh
r r

r r+ + = + +
v v

 

 

PoniewaŨ p1 = p2 = pat i ponadto h1 - h2 = h wiňc 

 

2 2

2 1( )
2

gh
r

r = -v v  

skŃd 

 

2

2 12gh= +v v  

 

JeŨeli poziom wody w zbiorniku opada wolno moŨemy przyjŃĺ v1 = 0. W·wczas 

 

2 2gh=v  

 

Woda wypğywa przez otw·r z prňdkoŜciŃ jakŃ uzyskağaby spadajŃc swobodnie 

z wysokoŜci h. 
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Test IV 

1. Fala akustyczna o czňstotliwoŜci 1000 Hz rozchodzi siň z prňdkoŜciŃ 330 m/s. O ile sŃ 

oddalone od siebie punkty, kt·re majŃ przeciwne fazy? O ile zmienia siň faza w danym 

punkcie przestrzeni w czasie t = 2.5Ŀ10-4 s ? 

2. Napisz r·wnanie fali rozchodzŃcej siň w ujemnym kierunku osi x, kt·rej amplituda 

wynosi 1 mm, czňstotliwoŜci 660 Hz, a prňdkoŜĺ rozchodzenia siň 330 m/s. 

3. Jaka jest amplituda fali wypadkowej powstağej w wyniku nağoŨenia siň dw·ch fal 

harmonicznych o takiej samej czňstotliwoŜci i amplitudach r·wnych odpowiednio 1 cm 

i 2 cm jeŨeli oscylacje r·ŨniŃ siň w fazie o /́2 . Fale rozchodzŃ siň w jednym kierunku. 

4. Jakie musi byĺ naprňŨenie struny o dğugoŜci 50 cm i masie 50 g, Ũeby dawağa ona ton 

podstawowy o czňstotliwoŜci 1000 Hz? 

5. ťr·dğo dŦwiňku o czňstotliwoŜci 500 Hz oddala siň od obserwatora w stronň pionowej 

Ŝciany, z prňdkoŜciŃ 5 m/s. Oblicz czňstotliwoŜĺ dŦwiňku odbieranego przez 

obserwatora bezpoŜrednio ze Ŧr·dğa i dŦwiňku odbitego od Ŝciany. Czy obserwator 

sğyszy dudnienia? PrňdkoŜĺ dŦwiňku w powietrzu wynosi 330 m/s. 

6. PodnoŜnik hydrauliczny skğada siň z dw·ch tğok·w poğŃczonych ze sobŃ tak jak na 

rysunku poniŨej. DuŨy tğok ma Ŝrednicň 1 m, a mağy 0.01 m. JakŃ siğň trzeba przyğoŨyĺ 

do mniejszego tğoka, Ũeby podnieŜĺ samoch·d o masie m = 1000 kg? 

 
7. Balon o masie 360 kg i objňtoŜci 600 m3 jest przymocowany do ziemi za pomocŃ 

pionowej liny. Oblicz jaka jest siğa napinajŃca linň? GňstoŜĺ powietrza r = 1.3 kg/m3. 

8. Siğa noŜna wywierana na skrzydğo samolotu wynosi 10 N na kaŨdy cm2 skrzydğa. Jaka 

jest prňdkoŜĺ przepğywu powietrza ponad skrzydğem jeŨeli pod skrzydğem przepğywa 

ono z prňdkoŜciŃ 200 m/s? 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MODUĞ V 
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15 Kinetyczna teoria gaz·w i termodynamika I 

     Termodynamika zajmuje siň wğaŜciwoŜciami cieplnymi ukğad·w makroskopowych, 

zaniedbujŃc w odr·Ũnieniu od mechaniki statystycznej mikroskopowŃ budowň ciağ 

tworzŃcych ukğad. GdybyŜmy chcieli ŜciŜle okreŜliĺ stan fizyczny ukğadu zawierajŃcego 

ogromnŃ liczbň czŃsteczek, na przykğad porcji gazu, to musielibyŜmy znaĺ stan kaŨdej 

czŃsteczki oddzielnie to znaczy musielibyŜmy podaĺ poğoŨenie kaŨdej czŃsteczki, jej 

prňdkoŜĺ oraz siğy naŒ dziağajŃce. Takie obliczenia ze wzglňdu na duŨŃ liczbň czŃsteczek sŃ 

niemoŨliwe. Okazuje siň jednak, Ũe posğugujŃc siň metodami statystycznymi (rachunkiem 

prawdopodobieŒstwa) moŨemy znaleŦĺ zwiŃzki miňdzy wielkoŜciami mikroskopowymi 

(dotyczŃcymi poszczeg·lnych czŃsteczek), a wielkoŜciami makroskopowymi opisujŃcymi 

cağy ukğad. ChcŃc opisaĺ gaz jako cağoŜĺ moŨemy wiňc badaĺ jedynie wielkoŜci 

makroskopowe takie jak ciŜnienie, temperatura czy objňtoŜĺ bez wdawania siň w 

zachowanie poszczeg·lnych czŃsteczek. 

15.1 CiŜnienie gazu doskonağego 

     Rozpocznijmy nasze rozwaŨania od definicji gazu doskonağego. Zrobimy to podajŃc 

nastňpujŃce zağoŨenia dotyczŃce czŃsteczek gaz·w: 

 

 

Definicja 

CzŃsteczki gazu doskonağego traktujemy jako punkty materialne (objňtoŜĺ 

czŃsteczek gazu jest o wiele mniejsza niŨ objňtoŜĺ zajmowana przez gaz i dlatego z 

dobrym przybliŨeniem przyjmujemy, Ũe ich objňtoŜĺ jest r·wna zeru). W gazie 

doskonağym zderzenia z innymi czŃsteczkami oraz ze Ŝciankami naczynia sŃ 

sprňŨyste i dlatego cağkowita energia czŃsteczek jest r·wna ich energii kinetycznej; 

energia potencjalna jest stale r·wna zeru (nie ma przyciŃgania ani odpychania 

pomiňdzy czŃsteczkami). 

 

     Wyprowadzimy teraz prawo gaz·w doskonağych. CzŃsteczki gazu bňdziemy traktowaĺ 

jako N mağych, twardych kulek, kaŨda o masie m zamkniňtych w szeŜciennym pudeğku 

o objňtoŜci V. Kulki sŃ twarde to znaczy bňdŃ zderzağy siň sprňŨyŜcie ze Ŝciankami naczynia, 

a to oznacza, Ũe ich energia kinetyczna bňdzie stağa. Na poczŃtek rozwaŨmy jednŃ 

czŃsteczkň, kt·ra zderza siň ze ŜciankŃ naczynia (rysunek 15.1). 

 
Rys. 15.1. CzŃsteczka gazu odbija siň sprňŨyŜcie od Ŝcianki naczynia 
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Siğa jakŃ czŃsteczka wywiera na Ŝciankň w czasie ȹt wynosi zgodnie z drugŃ zasadŃ 

dynamiki Newtona 

 

1
xp

F
t

D
=
D

 (15.1) 

 

Zmiana skğadowej x pňdu czŃsteczki spowodowana zderzeniem wynosi 

 

( ) 2x x x xp m m mD = - - =v v v  (15.2) 

 

CzŃsteczka po odbiciu dociera do Ŝcianki przeciwnej i powraca. JeŨeli po drodze nie zderza 

siň z innymi czŃsteczkami to czas pomiňdzy kolejnymi zderzeniami z wybranŃ ŜciankŃ jest 

r·wny czasowi przelotu przez cağy szeŜcian i z powrotem 

 

2

x

L
tD =

v
 (15.3) 

 

gdzie L jest odlegğoŜciŃ miňdzy Ŝciankami. StŃd siğa wywierana na Ŝciankň (przez jednŃ 

czŃsteczkň) wynosi 

 
2

1

(2 )

2
x x

x

m m
F

L L
= =

v v

v

 
(15.4) 

 

Dla N czŃstek cağkowita siğa wynosi 

 
2

xm
F N

L
=

v
 (15.5) 

 

gdzie 2

xv jest to 2

xv  uŜrednione po wszystkich czŃsteczkach. DzielŃc obie strony r·wnania 

przez pole powierzchni Ŝcianki S = L2 otrzymujemy ciŜnienie 

 
2 2

x xm m
p N N

SL
= =

v v

V
 (15.6) 

 

lub zaleŨnoŜĺ 

 
2

xpV Nm= v  (15.7) 

 

Jak widaĺ iloczyn pV jest stağy tak dğugo jak dğugo jest stağa energia kinetyczna czŃstek. 

PrňdkoŜĺ ŜredniŃ kwadratowŃ  czŃsteczki moŨemy zapisaĺ jako 

 
2 2 2 2

x y z= + +v v v v  (15.8) 
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ZauwaŨmy ponadto, Ũe czŃsteczki gazu wykonujŃ ruch chaotyczny wiňc poruszajŃ siň we 

wszystkich kierunkach, a Ũaden nie jest wyr·Ũniony. Dlatego zachodzi r·wnoŜĺ 

 
2 2 2

x y z= =v v v  

2
2 2 23 czyli

3
x x= =

v
v v v  

(15.9) 

 

Podstawiamy to wyraŨenie do r·wnania (15.7) i otrzymujemy 

 
2

3
pV Nm=

v
 (15.10) 

 

PoniewaŨ iloczyn Nm jest r·wny masie gazu M, to korzystajŃc z wyraŨenia na gňstoŜĺ 

ɟ = M/V moŨna przepisaĺ powyŨsze r·wnanie w postaci 

 
2

3
p r=

v
 (15.11) 

 

Z r·wnania (15.11) moŨemy wyznaczyĺ tzw. prňdkoŜciŃ ŜredniŃ kwadratowŃ , kt·ra jest 

pierwiastkiem kwadratowym z 
___

2
v  

 

2

. .

3
Ŝr kw

p

r
= =v v  (15.12) 

 

PowyŨsze r·wnania (15.11) i (15.12) sŃ przykğadem zwiŃzku o jakim m·wiliŜmy we 

wstňpie. OpisujŃ one relacjň pomiňdzy wielkoŜciŃ makroskopowŃ jakŃ jest ciŜnienie gazu 

i kwadratem prňdkoŜci czŃstek gazu to jest wielkoŜciŃ mikroskopowŃ. 

 

 Ĺwiczenie 15.1 

PrňdkoŜĺ Ŝrednia kwadratowa jest pewnego rodzaju miarŃ przeciňtnej prňdkoŜci 

czŃsteczek. Spr·buj obliczyĺ jej wartoŜĺ dla powietrza w temperaturze 0Á C przy ciŜnieniu 

1 atm. GňstoŜĺ powietrza w tych warunkach wynosi 1.3 kg/m3. Por·wnaj ten wynik 

z prňdkoŜciŃ rozchodzenia siň fal dŦwiňkowych w powietrzu r·wnŃ 340 m/s. Czy 

obliczona prňdkoŜĺ jest tego samego rzňdu wielkoŜci? 

Wyniki zapisz poniŨej. 

 

vŜr.kw. =  

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 
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15.2 Temperatura, r·wnanie stanu gazu doskonağego 

15.2.1 Zerowa zasada termodynamiki  

     Potocznie temperaturň rozumiemy jako miarň ciepğoty ukğadu. Za pomocŃ dotyku, 

moŨemy np. stwierdziĺ, kt·re z dw·ch ciağ jest cieplejsze. M·wimy o nim, Ũe ma wyŨszŃ 

temperaturň. MoŨemy r·wnieŨ stwierdziĺ, Ũe gdy dwa ciağa o r·Ũnych temperaturach 

zetkniemy ze sobŃ (i odizolujemy od innych) to po dostatecznie dğugim czasie ich 

temperatury wyr·wnajŃ siň. M·wimy wtedy, Ũe te ciağa sŃ w r·wnowadze termicznej ze 

sobŃ. Formuğujemy teraz postulat nazywany zerowa zasadŃ termodynamiki. 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

JeŨeli ciağa 1 i 3 sŃ w r·wnowadze termicznej, a takŨe ciağa 2 i 3 sŃ w r·wnowadze 

termicznej to ciağa 1 i 2 sŃ w tej samej r·wnowadze termicznej. 

 

Jako kryterium r·wnowagi cieplnej miňdzy ciağami wprowadzamy pojňcie temperatury 

Umawiamy siň, Ũe ukğadom fizycznym, kt·re mogŃ byĺ jednoczeŜnie ze sobŃ w stanie 

r·wnowagi cieplnej, przypisujemy tň samŃ temperaturň. 

15.2.2 Kinetyczna interpretacja temperatury  

     Teraz gdy zapoznaliŜmy siň z pojňciem temperatury poznamy jej definicjň na gruncie 

teorii kinetycznej, czyli przy podejŜciu mikroskopowym. 

 

 

Definicja 

Temperaturň bezwzglňdnŃ definiujmy jako wielkoŜĺ wprost proporcjonalnŃ do 

Ŝredniej energii kinetycznej czŃsteczek. 

 
22

3 2

m
T

k

å õ
=æ ö
ç ÷

v
 (15.13) 

 

Czynnik (2/3k) jest wsp·ğczynnikiem proporcjonalnoŜci. WartoŜĺ stağej k, zwanej stağŃ 

Boltzmana, wynosi k = 1.38Ŀ10-23 J/K. Z tej definicji wynika, Ũe Ŝrednie energie kinetyczne 

ruchu postňpowego (na czŃsteczkň) dla dwu kontaktujŃcych siň gaz·w sŃ r·wne. 

15.2.3 R·wnanie stanu gazu doskonağego  

     JeŨeli obliczymy 
___

2
v  z zaleŨnoŜci (15.13) i podstawimy do r·wnania (15.10) to 

otrzymamy r·wnanie stanu gazu doskonağego w postaci 

 

Vp NkT=  (15.14) 

 

PoniewaŨ przy opisie wğasnoŜci gaz·w wygodnie jest posğugiwaĺ siň liczbŃ moli n to 

r·wnanie stanu gazu czňsto przedstawia siň w postaci 

 

Vp nRT=  (15.15) 
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gdzie stağa R = 8.314ĿJ/mol K jest uniwersalnŃ stağŃ gazowŃ zwiŃzanŃ ze stağŃ Boltzmana 

i liczbŃ Avogadra NAv relacjŃ R = kNAv. Stağa Avogadra NAv = 6.023Ŀ1023 1/mol, okreŜla 

liczbň czŃsteczek w jednym molu. Przypomnijmy, Ũe mol jest iloŜciŃ materii ukğadu 

zawierajŃcego liczbň czŃsteczek r·wnŃ liczbie atom·w zawartych w 0.012 kg wňgla 12C 

(r·wnŃ NAv).  

R·wnanie stanu gazu doskonağego zostağo sformuğowane w XIX w. przez Clapeyrona na 

podstawie trzech praw empirycznych odkrytych wczeŜniej przez innych badaczy: 

¶ Prawo Boyle'a-Mariotte'a stwierdza, Ũe w stağej temperaturze iloczyn ciŜnienia 

i objňtoŜci danej masy gazu jest stağy pV = const.; 

¶ Prawo Charlesa m·wi, Ũe przy stağej objňtoŜci gazu stosunek ciŜnienia i temperatury 

danej masy gazu jest stağy p/T = const.; 

¶ Prawo Gay-Lussaca stwierdza, Ũe dla stağego ciŜnienia stosunek objňtoŜci do 

temperatury danej masy gazu jest stağy V/T = const. 

 

 Ĺwiczenie 15.2 

Spr·buj przedstawiĺ graficznie te trzy zaleŨnoŜci wykreŜlajŃc je w r·Ũnych ukğadach 

wsp·ğrzňdnych zamieszczonych poniŨej. 

 
RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

Clapeyron podsumowağ te wyniki podajŃc zaleŨnoŜĺ 

 

V
const.

p

T
=  (15.16) 

 

zgodnŃ z r·wnaniem stanu gazu doskonağego (15.15). 

15.2.4 Pomiar temperatury, skale temperatur  

     ŧeby wyznaczyĺ temperaturň na podstawie definicji (15.13) musielibyŜmy wyznaczyĺ 

energiň kinetycznŃ czŃsteczek gazu co jest bardzo trudne. Ale moŨemy siň posğuŨyĺ 

r·wnaniem stanu gazu doskonağego (15.15). Ğatwo bowiem jest zmierzyĺ iloczyn pV na 

przykğad dla gazu pod stağym ciŜnieniem lub przy stağej objňtoŜci. Termometr gazowy sğuŨyğ 

przez wiele lat jako wzorzec temperatury. Za jego pomocŃ okreŜlono doŜwiadczalnie punkty 

odniesienia, takie jak na przykğad punkt wrzenia wody, dla praktycznych pomiar·w 

temperatur. W praktyce w powszechnym uŨyciu jest skala Celsjusza . W tej skali 

temperatura r·wnowagi wody i lodu wynosi 0Á C, a temperatura r·wnowagi wody i pary 

wodnej wynosi 100Á C. Natomiast w fizyce stosujemy bezwzglňdnŃ termodynamicznŃ skalň 

temperatur  nazywanŃ skalŃ Kelvina . 
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Jednostki 

JednostkŃ temperatury bezwzglňdnej jest kelwin (K). PoniewaŨ w obu skalach 

Kelvina i Celsjusza r·Ũnica pomiňdzy temperaturŃ zamarzania i wrzenia wody 

wynosi 100 stopni wiňc wielkoŜĺ stopnia jest taka sama w obu skalach. 

 

Miňdzy temperaturŃ w skali Celsjusza tC a temperaturŃ w skali bezwzglňdnej T zachodzi 

zwiŃzek 

273.15Ct T= -  (15.17) 

 

15.3 Ekwipartycja energii 

     Wiemy juŨ na podstawie r·wnania (15.13), Ũe w r·wnowadze termodynamicznej Ŝrednie 

energie kinetyczne ruchu postňpowego wszystkich czŃsteczek sŃ r·wne. Powstaje pytanie 

czy czŃsteczka moŨe gromadziĺ energiň w innej postaci niŨ energia ruchu postňpowego? 

OdpowiedŦ jest twierdzŃca: jeŨeli tylko czŃsteczka nie ma ksztağtu kulki (czŃsteczka 

jednoatomowa), a ma pewnŃ strukturň wewnňtrznŃ to moŨe wirowaĺ i drgaĺ. Przykğadowo, 

dwuatomowa czŃsteczka w ksztağcie hantli (rysunek 15.2) bňdzie siň obracaĺ po zderzeniu 

z innŃ czŃsteczkŃ. 

 
Rys. 15.2. Dwuatomowa czŃstka w ksztağcie hantli o dw·ch rotacyjnych stopniach swobody 

 

Na podstawie mechaniki statystycznej moŨna pokazaĺ, Ũe gdy liczba punkt·w materialnych 

jest bardzo duŨa i obowiŃzuje mechanika Newtonowska to: 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Dostňpna energia rozkğada siň w r·wnych porcjach na wszystkie niezaleŨne sposoby, 

w jakie czŃsteczka moŨe jŃ absorbowaĺ. 

 

Twierdzenie to nosi nazwň zasady ekwipartycji energii. 

KaŨdy z tych sposob·w absorpcji energii nazywa siň stopniem swobody  i jest r·wny 

liczbie niezaleŨnych wsp·ğrzňdnych potrzebnych do okreŜlenie poğoŨenia ciağa 

w przestrzeni. MoŨemy wiňc zasadň ekwipartycji energii wyraziĺ innymi sğowami: 
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Prawo, zasada, twierdzenie 

średnia energia kinetyczna na kaŨdy stopieŒ swobody jest taka sama dla wszystkich 

czŃsteczek. 

 

Na podstawie r·wnania (15.13) Ŝrednia energia kinetyczna ruchu postňpowego czŃsteczki 

wynosi 

 

21 3

2 2
m kT=v  (15.18) 

 

Odpowiada to trzem stopniom swobody poniewaŨ potrzebujemy trzech wsp·ğrzňdnych 

(x, y, z) do okreŜlenia poğoŨenia Ŝrodka masy czŃsteczki. StŃd Ŝrednia energia przypadajŃca 

na jeden stopieŒ swobody wynosi 
1

2
kT  na czŃsteczkň. 

Dla czŃsteczek obracajŃcych siň potrzeba dodatkowych wsp·ğrzňdnych do opisania ich 

obrotu wiňc mamy dodatkowe stopnie swobody. O ile dla N czŃsteczek nie obracajŃcych siň 

cağkowita energia wewnňtrzna U jest energiŃ kinetycznŃ ruchu postňpowego 

 

3

2
U NkT=  (15.19) 

 

to dla czŃstek wieloatomowych, kt·re mogŃ obracaĺ siň swobodnie we wszystkich trzech 

kierunkach (wok·ğ osi x, y, z) 

 

, . , .

3 3
3

2 2
k post k obrU E E NkT NkT NkT= + = + =  (15.20) 

 

Natomiast dla czŃstki dwuatomowej (hantli pokazanej na rysunku 15.2) 

 

, . , .

3 2 5

2 2 2
k post k obrU E E NkT NkT NkT= + = + =  (15.21) 

 

W tym przypadku mamy tylko dwa rotacyjne stopnie swobody bo moment bezwğadnoŜci 

wzglňdem osi hantli (oŜ x) jest znikomo mağy. 

Zwr·ĺmy uwagň, Ũe m·wimy tu o energii "ukrytej" (wewnňtrznej) czŃstek, a nie o energii 

makroskopowej (zwiŃzanej z przemieszczaniem masy). O energii wewnňtrznej m·wiliŜmy 

przy zasadzie zachowania energii (energia indywidualnych czŃstek nie zawarta w energii 

kinetycznej czy potencjalnej ciağa jako cağoŜci). Energiň wewnňtrznŃ oznacza siň zazwyczaj 

przez U i takie oznaczenie bňdziemy dalej stosowaĺ. 

 

15.4 Pierwsza zasada termodynamiki 

     W mechanice rozwaŨaliŜmy zmiany energii mechanicznej ukğadu bňdŃce wynikiem 

pracy wykonanej przez siğy zewnňtrzne. W przemianach termodynamicznych moŨliwy jest 

inny (nie mechaniczny) spos·b przekazywania energii. Gdy dwa ukğady o r·Ũnych 
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temperaturach zetkniemy ze sobŃ to ciepğo Q przepğywa z ciağa cieplejszego do 

chğodniejszego. 

Zgodnie z zasadŃ zachowania energii 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

Ciepğo pobrane przez ukğad jest r·wne wzrostowi energii wewnňtrznej ukğadu plus 

pracy wykonanej przez ukğad nad otoczeniem zewnňtrznym. 

 

czyli 

Q U W

U Q W

=D +

D = -
 (15.22) 

 

To jest sformuğowanie pierwszej zasady termodynamiki. W tym zapisie mamy rozdzielonŃ 

energiň ciağa na czňŜĺ makroskopowŃ (energiň mechanicznŃ) i mikroskopowŃ (energiň 

wewnňtrznŃ). Zasada ta dziağa r·wnieŨ w "drugŃ stronň" to znaczy, gdy nad ukğadem 

zostanie wykonana praca to ukğad moŨe oddawaĺ ciepğo. To r·wnanie czňsto piszemy 

w postaĺ r·Ũniczkowej 

 

d d dU Q W= -  (15.23) 

 

Widzimy, Ũe zmiana energii wewnňtrznej zwiŃzana jest z ciepğem pobieranym (dQ>0) lub 

oddawanym (dQ<0) przez ukğad oraz z pracŃ wykonanŃ przez ukğad (dW>0) lub nad 

ukğadem (dW<0).  

     Rozpatrzymy teraz gaz dziağajŃcy siğŃ F na tğok o powierzchni S, jak na rysunku 15.3 

 
Rys. 15.3. Gaz wykonuje pracň przesuwajŃc tğok na odcinku dx 

 

Praca wykonana przez gaz wynosi 

 

d d d d
F

W F x S x p V
S

= = =  (15.24) 

i wtedy 

d d d VU Q p= -  (15.25) 

 

Pamiňtamy, Ũe w mechanice praca siğ zachowawczych wykonana nad punktem materialnym 

poruszajŃcym siň miňdzy dwoma punktami zaleŨağa tylko od tych punkt·w, a nie od ğŃczŃcej 

je drogi. W termodynamice stwierdzamy, Ũe 
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Prawo, zasada, twierdzenie 

Zmiana energii wewnňtrznej ukğadu, przy przejŜciu pomiňdzy dwoma stanami, zaleŨy 

wyğŃcznie od tego jaki jest stan poczŃtkowy i koŒcowy przejŜcia. 

 

Oznacza to, Ũe chociaŨ dQ i dW z osobna zaleŨŃ od drogi przejŜcia to dU ma okreŜlonŃ 

wartoŜĺ niezaleŨnŃ od sposobu przejŜcia ukğadu do stanu koŒcowego. TakŃ wielkoŜĺ 

fizycznŃ (funkcjň tego typu), kt·ra charakteryzuje stan ukğadu, i kt·rej wartoŜci nie zaleŨŃ 

od sposobu w jaki ukğad zostağ do danego stanu doprowadzony nazywamy funkcjŃ stanu  . 

 

 Ĺwiczenie 15.3 

Teraz korzystajŃc z pierwszej zasady termodynamiki okreŜl jaki znak majŃ zmiana energii 

wewnňtrznej ȹU oraz praca W dla cyklu przemian 1Ÿ2Ÿ3Ÿ4Ÿ1 pokazanych na rysunku 

poniŨej (wykres p(V)). Wyniki zapisz w zamieszczonej tabeli. ZauwaŨ, Ũe obliczanie pracy 

W = pȹV sprowadza siň do obliczenia pola pod wykresem p(V). 

 

Przemiana znak (+/0/-) 

 W ȹU 

1Ÿ2     

2Ÿ3     

3Ÿ4     

4Ÿ1     

1Ÿ2Ÿ3Ÿ4Ÿ1     

 

 

 
PrzyjmujŃc wartoŜci V1 = V4 = 1 dm3, V2 = V3 = 2 dm3, p1 = p2 = 1 atm. oraz 

p3 = p4 = 1.01 atm. Oblicz pracň wykonanŃ w cyklu zamkniňtym 1Ÿ2Ÿ3Ÿ4Ÿ1. 

 

W =  

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 
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15.5 Ciepğo wğaŜciwe 

 

 

Definicja 

Ciepğo wğaŜciwe substancji definiujemy jako dQ/dT czyli iloŜĺ ciepğa, kt·rŃ trzeba 

dostarczyĺ do jednostki masy, Ũeby spowodowaĺ jednostkowŃ zmianň jej 

temperatury. 

 

Gdy masň wyraŨamy w kilogramach to m·wimy o cieple wğaŜciwym wagowym , a gdy 

wyraŨamy jŃ w molach to mamy do czynienia z molowym ciepğem wğaŜciwym . 

15.5.1 Ciepğo wğaŜciwe przy stağej objňtoŜci 

     Ciepğo wğaŜciwe jednego mola gazu utrzymywanego w stağej objňtoŜci oznaczamy cv. 

PoniewaŨ dV = 0 wiňc zgodnie z pierwszŃ zasadŃ termodynamiki dU = dQ, a stŃd 

 

d d

d d

Q U
c

T T
= =

V
 (15.26) 

 

Dla gazu jednoatomowego (dla jednego mola) mamy na podstawie r·wnania (15.19) 

3 3

2 2
AU N kT RT= =
v

. Zatem 

 

3

2
c R=

V
 (15.27) 

 

Dla jednego mola gazu dwuatomowego na podstawie r·wnania (15.21) 

 

5

2
c R=

V
 (15.28) 

 

a dla jednego mola czŃsteczek wieloatomowych z r·wnania (15.20) 

 

3c R=
V

 (15.29) 

 

Jak wynika z powyŨszych obliczeŒ mechanika klasyczna przewiduje ciepğo wğaŜciwe 

niezaleŨne od temperatury. Tymczasem badania pokazujŃ, Ũe jest to prawdziwe tylko dla 

gaz·w jednoatomowych. Dla pozostağych cv roŜnie z temperaturŃ. 

Przykğad takiej zaleŨnoŜci jest pokazany na rysunku 15.4 gdzie przedstawiono ciepğo 

wğaŜciwe cv dla wodoru (czŃsteczka dwuatomowa H2) w funkcji temperatury (w skali 

logarytmicznej).  

ZauwaŨmy, Ũe w temperaturach niŨszych od 100 K, 
3

2
c R=

V
 co wskazuje, Ũe w tak niskich 

temperaturach czŃsteczka porusza siň tylko ruchem postňpowym i nie wiruje. Rotacja staje 

siň moŨliwa dopiero w temperaturach powyŨej 100 K; i dopiero wtedy 
5

2
c R=

V
.  



Moduğ V ï Kinetyczna teoria gaz·w i termodynamika I 

 209 

Ponadto, w temperaturach powyŨej 2000 K ciepğo wğaŜciwe cv roŜnie do wartoŜci 
7

2
c R=

V
 

co oznacza, Ũe przybyğy jeszcze dwa stopnie swobody 

 
Rys. 15.4. ZaleŨnoŜĺ molowego ciepğa wğaŜciwego wodoru od temperatury 

 

Ten wynik doŜwiadczalny wiŃŨemy z drganiami atom·w w czŃsteczkach. W tak wysokich 

temperaturach czŃsteczka przestaje siň zachowywaĺ jak ciağo sztywne i zderzenia miňdzy 

czŃsteczkami powodujŃ, Ũe dwa atomy wodoru (w czŃsteczce) bňdŃ drgağy.  

Wytğumaczenie tych zjawisk nie jest moŨliwe na gruncie mechaniki klasycznej. Dopiero 

mechanika kwantowa daje wyjaŜnienie tych zmian ciepğa wğaŜciwego. Na jej gruncie moŨna 

pokazaĺ, Ũe do wzbudzenia rotacji potrzeba pewnej minimalnej energii. Podobnie jest dla 

ruchu drgajŃcego, kt·ry moŨe byĺ wywoğany dopiero dla dostatecznie wysokiej energii. 

 

 

Wiňcej o rotacyjnych i wibracyjnych stopniach swobody czŃsteczki wodoru moŨesz 

dowiedzieĺ siň w Dodatku 1, na koŒcu moduğu V. 

 

Zatem w wysokich temperaturach opr·cz energii kinetycznej ruchu postňpowego 

i obrotowego istnieje jeszcze energia kinetyczna i potencjalna drgaŒ. Wobec tego Ŝrednia 

energia wewnňtrzna na czŃsteczkň wodoru wynosi 

 

. . . . . . . .

3 2 1 1 7

2 2 2 2 2
k post k obr k drg pot drgU E E E E kT kT kT kT kT= + + + = + + + = (15.30) 

 

a dla 1 mola 

7

2
U RT=  (15.31) 

 

StŃd otrzymujemy molowe ciepğo wğaŜciwe przy stağej objňtoŜci 

 

7

2
c R=

V
 (15.32) 
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15.5.2 Ciepğo wğaŜciwe przy stağym ciŜnieniu  

     Zgodnie z pierwszŃ zasadŃ termodynamiki 

 

d d dQ U p V= +  (15.33) 

 

a na podstawie r·wnania (15.26) d dU c T=
V

 wiňc 

 

d d dQ c T p V= +
v

 (15.34) 

 

Z r·wnania stanu gazu doskonağego (15.15) wynika, Ũe dla jednego mola gazu d dp V R T=

wiňc 

d d dQ c T R T= +
v

 (15.35) 

 

DzielŃc stronami przez dT otrzymujemy 

 

d

d

Q
c R

T
= +

v
 (15.36) 

 

a to z definicji jest r·wne ciepğu wğaŜciwemu przy stağym ciŜnieniu cp, wiňc 

 

pc c R= +
v

 (15.37) 

 

Widzimy, Ũe ciepğo wğaŜciwe przy stağym ciŜnieniu jest wiňksze od ciepğa wğaŜciwego przy 

stağej objňtoŜci cp > cv. Dzieje siň tak dlatego, Ũe w przemianie izobarycznej trzeba 

dostarczaĺ ciepğa nie tylko na zmianň energii wewnňtrznej, zwiŃzanŃ ze zmianŃ temperatury, 

ale i na wykonanie pracy zwiŃzanej ze zmianŃ objňtoŜci podczas gdy w przemianie 

izochorycznej praca jest r·wna zeru. 

 

 Ĺwiczenie 15.4 

KorzystajŃc z powyŨszej zaleŨnoŜci (15.37) i pamiňtajŃc, Ũe Ŝrednia energia przypadajŃca 

na jeden stopieŒ swobody wynosi 
1

2
RT  dla jednego mola, spr·buj uzupeğniĺ poniŨszŃ 

tabelň i wpisaĺ teoretyczne wartoŜci molowego ciepğa wğaŜciwego r·Ũnych rodzaj·w 

gaz·w doskonağych. 

 

Typ gazu cp cv cp/cv 

Jednoatomowy       

Dwuatomowy + rotacja       

Dwuatomowy + rotacja + drgania       

Wieloatomowy + rotacja       

Wieloatomowy + rotacja + drgania       
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15.6 RozprňŨanie izotermiczne i adiabatyczne 

     RozprňŨanie siň gazu zamkniňtego w cylindrze z ruchomym tğokiem zostağo szeroko 

wykorzystane w konstrukcji silnik·w. Rozpatrzymy teraz dwa zwykle wystňpujŃce procesy 

to jest rozprňŨanie izotermiczne i rozprňŨanie adiabatyczne. 

15.6.1 RozprňŨanie izotermiczne 

     Przy rozprňŨaniu izotermicznym trzeba utrzymywaĺ stağŃ temperaturň Ŝcian cylindra; 

wiňc tğok musi poruszaĺ siň wolno, Ũeby gaz m·gğ pozostawaĺ w r·wnowadze termicznej ze 

Ŝciankami cylindra. PoniewaŨ T = const., wiňc dU = 0. StŃd, na podstawie pierwszej zasady 

termodynamiki, otrzymujemy warunek d d dQ W p V= = , a dalej 

 

2 2 2

1 1 1

2

1

d
d d ln

V V V

V V V

VNkT V
Q W p V V NkT NkT

V V V

å õå õ
D =D = = = =ñ ñ ñ æ öæ ö

ç ÷ ç ÷
 (15.38) 

 

gdzie, na podstawie r·wnania stanu gazu doskonağego, podstawiono 
NkT

p
V

= . 

Izoterma gazu doskonağego, z zaznaczonym obszarem odpowiadajŃcym wykonanej pracy 

jest pokazana narysunku poniŨej. 

 

 
Rys. 15.5. Praca W jakŃ wykonuje gaz rozszerzajŃc siň izotermicznie od objňtoŜci V1 do V2 

 

15.6.2 RozprňŨanie adiabatyczne  

     Czňsto w silnikach nie sŃ speğnione warunki rozprňŨania izotermicznego bo tğok porusza 

siň bardzo szybko i nie ma doŜĺ czasu na przepğyw ciepğa pomiňdzy gazem a Ŝcianami 

cylindra. TakŃ przemianň zachodzŃcŃ bez wymiany ciepğa z otoczeniem nazywamy 

przemianŃ adiabatycznŃ . Oznacza to, Ũe dQ = 0 i pierwsza zasada termodynamiki 

przyjmuje postaĺ d d 0U p V+ =. R·wnanie to moŨna przeksztağciĺ do postaci  

 

V const.p k=  (15.39) 
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gdzie /pc ck=
v
. R·wnanie to nosi nazwň r·wnania Poissona dla przemiany adiabatycznej. 

 

 

Z wyprowadzeniem r·wnania Poissona dla przemiany adiabatycznej moŨesz 

zapoznaĺ siň w Dodatku 2, na koŒcu moduğu V. 

 

Z tego r·wnania i r·wnania stanu gazu doskonağego wynika, Ũe w przemianie adiabatycznej 

zmieniajŃ siň wszystkie parametry stanu gazu: p, V i T. 

 

 Ĺwiczenie 15.5 

Adiabatyczne rozprňŨanie wykorzystuje siň w chğodnictwie (chğodziarka sprňŨarkowa), 

a przede wszystkim w silniku spalinowym. KorzystajŃc z naszych obliczeŒ spr·buj teraz 

rozwiŃzaĺ nastňpujŃce zadanie. Silnik benzynowy ma stopieŒ sprňŨania 9 tzn. stosunek 

objňtoŜci koŒcowej do poczŃtkowej gazu w cylindrze wynosi V2/V1 = 9. Oblicz jaki jest 

stosunek temperatury gaz·w wydechowych do temperatury spalania? Przy doborze 

wartoŜci ə uwzglňdnij, Ũe powietrze jest w przewaŨajŃcej mierze mieszaninŃ gaz·w 

dwuatomowych. 

Wskaz·wka: Skorzystaj z r·wnania Poissona (15.39) i z r·wnania stanu gazu doskonağego. 

 

T2/T1 = 

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 
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16 Kinetyczna teoria gaz·w i termodynamika II 

16.1 średnia droga swobodna  

     Nasze dotychczasowe rozwaŨania dotyczyğy gazu doskonağego. Takie uniwersalne 

podejŜcie jest wygodne, ale musimy mieĺ ŜwiadomoŜĺ, Ũe daje tylko przybliŨony opis 

rzeczywistych gaz·w. Teraz spr·bujemy om·wiĺ niekt·re istotne wğaŜciwoŜci gazu 

rzeczywistego. Zwr·ĺmy na przykğad uwagň na to, Ũe gdyby czŃsteczki byğy punktowe to 

nie zderzağyby siň w og·le ze sobŃ. Tak wiňc w opisie zderzeŒ musimy uwzglňdniĺ 

skoŒczone wymiary czŃsteczek. Bňdziemy teraz traktowaĺ czŃsteczki jako kuleczki 

o Ŝrednicy d. Oznacza to, Ũe zderzenie pomiňdzy czŃsteczkami bňdzie miağo miejsce gdy 

odlegğoŜĺ miňdzy ich Ŝrodkami bňdzie mniejsza niŨ d. Inaczej m·wiŃc czŃsteczka zachowuje 

siň jak tarcza o efektywnej powierzchni 

 
2d́s=  (16.1) 

 

Ta powierzchnia nosi nazwň cağkowitego przekroju czynnego . 

W czasie t czŃsteczka poruszajŃca siň z prňdkoŜciŃ v  przemiata objňtoŜĺ walca r·wnŃ v tů. 

JeŨeli n jest liczbŃ czŃsteczek w jednostce objňtoŜci to na swej drodze (w tym walcu) nasza 

czŃstka napotka nz innych czŃsteczek 

 

zn tůn=v  (16.2) 

 

Tym samym otrzymaliŜmy liczbň zderzeŒ, kt·rych doznaje czŃsteczka w czasie t. Widaĺ, Ũe 

zaleŨy ona od rozmiar·w czŃsteczek i od ich liczby w jednostce objňtoŜci. Wprowadzimy 

teraz pojňcie Ŝredniej drogi swobodnej l . 

 

 

Definicja 

średniŃ drogň swobodnŃ definiujemy jako ŜredniŃ odlegğoŜĺ przemywanŃ przez 

czŃsteczkň pomiňdzy kolejnymi zderzeniami. 

 
Rys. 16.1. Przykğadowa droga, po kt·rej porusza siň czŃsteczka gazu zderzajŃca siň z innymi 

czŃsteczkami; wszystkie pozostağe czŃsteczki poruszajŃ siň w taki spos·b 
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średnia droga swobodna jest r·wna cağkowitej odlegğoŜci przebywanej przez czŃstkň 

podzielonej przez liczbň zderzeŒ (rysunek 16.1). 

 

2

1 1

ˊ

t

t n n d n
l

s s
= = =

v

v
 (16.3) 

 

R·wnanie (16.3) wyprowadziliŜmy przy zağoŨeniu, Ũe czŃstka zderza siň z innymi 

nieruchomymi czŃsteczkami. W rzeczywistoŜci czŃsteczki uderzajŃ w inne teŨ poruszajŃce 

siň czŃsteczki. Rzeczywista czňstoŜĺ zderzeŒ jest wiňc wiňksza, a Ŝrednia droga swobodna 

mniejsza 

2

1

2 d́ n
l=  (16.4) 

 

Ta r·Ũnica we wzorach wynika z tego, Ũe w poprzednim r·wnaniu (16.3) wystňpujŃce tam 

dwie prňdkoŜci sŃ r·Ũne: prňdkoŜĺ w liczniku to prňdkoŜĺ Ŝrednia czŃsteczek v  wzglňdem 

naczynia, a prňdkoŜĺ w mianowniku to Ŝrednia prňdkoŜĺ wzglňdna w stosunku do innych 

czŃsteczek. MoŨna siň przekonaĺ jakoŜciowo, Ũe te prňdkoŜci sŃ r·Ũne. Na przykğad, gdy 

czŃstki biegnŃ naprzeciw siebie to majŃ wzglňdnŃ prňdkoŜĺ r·wnŃ 2v , gdy pod kŃtem 

prostym to r·wnŃ 2v , a gdy w tň samŃ stronň to wzglňdna prňdkoŜĺ jest r·wna zeru. 

UwzglňdniajŃc rzeczywisty rozkğad prňdkoŜci otrzymujemy 
. 2wzgl =v v . 

 

 Przykğad 

Spr·bujmy teraz oszacowaĺ jaka jest typowa Ŝrednia droga swobodna i jak czňsto czŃstki 

zderzajŃ siň ze sobŃ. W tym celu rozpatrzmy czŃstki powietrza w temperaturze 300 K 

(27 ÁC) i pod ciŜnieniem 1 atm. Przyjmijmy Ŝrednicň czŃsteczek r·wnŃ d = 2Ŀ10-8 cm. 

W tych warunkach jeden mol powietrza zajmuje okoğo 22.4 dm3, a poniewaŨ w molu 

znajduje siň NAv = 6.023Ŀ1023 czŃsteczek to ich koncentracja wynosi n = 2.7Ŀ1019/cm3. 

KorzystajŃc z r·wnania (16.4) otrzymujemy ŜredniŃ drogň swobodnŃ r·wnŃ l= 2.1Ŀ10-5 

cm, co stanowi okoğo tysiŃca Ŝrednic czŃsteczkowych (1000d). CzňstoŜĺ zderzeŒ obliczamy 

dzielŃc ŜredniŃ prňdkoŜĺ czŃsteczek przez ŜredniŃ drogň swobodnŃ 

 

f
l
=

v
 (16.5) 

 

Do naszych cel·w posğuŨymy siň wartoŜciŃ prňdkoŜci Ŝredniej kwadratowej 

(vŜr kw. = 483 m/s) obliczonej w ĺwiczeniu w ĺwiczeniu 15.1. Odpowiednia czňstoŜĺ zderzeŒ 

wynosi f = 2.3Ŀ109 1/s. średnio kaŨda czŃstka zderza siň w ciŃgu sekundy ponad 2 miliardy 

razy! WğaŜnie dziňki tak duŨej liczbie zderzeŒ og·lny rozkğad prňdkoŜci nie zmienia siň. 

16.2 Rozkğad Maxwella prňdkoŜci czŃsteczek 

     W przykğadzie, w poprzednim rozdziale posğugiwaliŜmy siň pojňciem prňdkoŜci Ŝredniej 

czŃsteczek gazu. Jednak kaŨdy gaz ma charakterystyczny rozkğad prňdkoŜci, kt·ry zaleŨy od 

temperatury. CzŃstki nie mogŃ mieĺ takich samych prňdkoŜci bo przecieŨ ich prňdkoŜci 
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zmieniajŃ siň w wyniku zderzeŒ. Clerk Maxwell podağ prawo rozkğadu prňdkoŜci czŃsteczek, 

kt·re dla gazu zawierajŃcego N czŃsteczek ma postaĺ 

 

2
3

2
2 2( ) 4

2ˊ

m

kT
m

N N e
kT

p
-å õ

= æ ö
ç ÷

v

v v  (16.6) 

 

Funkcja N(v) okreŜla prawdopodobieŒstwo, Ũe w temperaturze T, dN spoŜr·d wszystkich N 

czŃsteczek ma prňdkoŜci zawarte w przedziale od v do v  + dv ; k jest stağŃ Boltzmana, a m 

masŃ czŃsteczki. CağkowitŃ liczbň czŃsteczek moŨna zatem obliczyĺ dodajŃc (tj. cağkujŃc) 

liczby czŃstek dla poszczeg·lnych r·Ũniczkowych przedziağ·w prňdkoŜci dv  

 

0

( )dN N
¤

=ñ v v  (16.7) 

 

Na rysunku 16.2 pokazany jest rozkğad Maxwella prňdkoŜci dla dw·ch r·Ũnych temperatur; 

gdzie zaznaczono prňdkoŜĺ ŜredniŃ, prňdkoŜĺ ŜredniŃ kwadratowŃ i prňdkoŜĺ najbardziej 

prawdopodobnŃ. 

 
Rys. 16.2. Rozkğad prňdkoŜci dla temperatur 70 K i 300 K. Pionowymi, liniami zaznaczono 

prňdkoŜci: (a) najbardziej prawdopodobnŃ; (b) ŜredniŃ; (c) ŜredniŃ kwadratowŃ. 

 

ZauwaŨmy, Ũe krzywa rozkğadu nie jest symetryczna, bo dolny limit (najmniejsza prňdkoŜĺ) 

r·wny jest zeru, podczas gdy g·rny nieskoŒczonoŜci. Ze wzrostem temperatury roŜnie 

prňdkoŜĺ Ŝrednia kwadratowa. Obszar prňdkoŜci jest teraz wiňkszy. PoniewaŨ liczba czŃstek 

(pole pod krzywŃ) jest stağa wiňc rozkğad siň "rozpğaszcza". Wzrost, wraz z temperaturŃ, 

liczby czŃstek o prňdkoŜciach wiňkszych od danej tğumaczy wiele zjawisk takich jak np. 

wzrost szybkoŜci reakcji chemicznych towarzyszŃcych zwiňkszeniu temperatury. Ponadto 

rozkğad prňdkoŜci zaleŨy od masy czŃsteczek. Im mniejsza masa tym wiňcej szybkich 

czŃsteczek (w danej temperaturze). Dlatego na przykğad wod·r ğatwiej ucieka z g·rnych 

warstw atmosfery niŨ tlen czy azot. 
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MoŨesz przeŜledziĺ zaleŨnoŜĺ rozkğadu prňdkoŜci 

czŃstek gazu od korzystajŃc z programu 

komputerowego ĂRozkğad Maxwella prňdkoŜci 

czŃsteczekò dostňpnego na stronie WWW autora i na 

stronie Open AGH.  

 

16.3 R·wnanie stanu Van der Waalsa 

     Przypomnijmy, Ũe r·wnanie stanu gazu doskonağego pV nRT=  dobrze opisuje gazy 

rzeczywiste ale przy mağych gňstoŜciach. Przy wiňkszych gňstoŜciach nie moŨna pominŃĺ 

faktu, Ũe czŃstki zajmujŃ czňŜĺ objňtoŜci dostňpnej dla gazu oraz Ũe dziağajŃ na siebie siğami 

przyciŃgania lub odpychania w zaleŨnoŜci od odlegğoŜci miňdzy nimi. 

Van der Waals zmodyfikowağ r·wnanie stanu gazu doskonağego, tak aby uwzglňdniĺ te 

czynniki. 

JeŨeli czŃstki posiadajŃ skoŒczonŃ objňtoŜĺ to rzeczywista objňtoŜĺ dostňpna dla czŃstek jest 

mniejsza od objňtoŜci naczynia. "ObjňtoŜĺ swobodna" jest mniejsza od objňtoŜci naczynia o 

"objňtoŜĺ wğasnŃ" czŃsteczek b. JeŨeli oznaczymy przez v  objňtoŜĺ przypadajŃcŃ na jeden 

mol v  = V/n to otrzymamy zmodyfikowane r·wnanie stanu gazu 

 

( )p b RT- =v  (16.8) 

 

MoŨna r·wnieŨ prosto uwzglňdniĺ efekt siğ miňdzyczŃsteczkowych. W dowolnym miejscu 

w naczyniu siğa przyciŃgania pomiňdzy n czŃsteczkami (na jednostkň objňtoŜci) z sŃsiednimi 

n czŃsteczkami (na jednostkň objňtoŜci) jest proporcjonalna do n2 czyli proporcjonalna do 

1/v2. Siğa przyciŃgajŃca wywoğuje dodatkowe ciŜnienie. StŃd otrzymujemy r·wnanie Van 

der Waalsa 

 

2
( )

a
p b RT
å õ
+ - =æ ö

ç ÷
v

v
 (16.9) 

 

Stağe a i b, r·Ũne dla r·Ũnych gaz·w, wyznaczamy doŜwiadczalnie. 

Na rysunku 16.3 por·wnano zachowanie siň gazu doskonağego (a) z gazem Van der Waalsa 

(b). Skala obu rysunk·w jest jednakowa. 

Izotermy gazu doskonağego sŃ hiperbolami danymi r·wnaniem pV = const. Natomiast dla 

gazu Van der Waalsa ciŜnienie zmienia siň zgodnie z zaleŨnoŜciŃ 

 

2( )

RT a
p

b
= -
-v v

 (16.10) 

 

Widzimy, Ũe dla wysokich temperatur izotermy gazu Van der Waalsa zbliŨajŃ siň do izoterm 

dla gazu idealnego.  
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Natomiast poniŨej pewnej temperatury, tak zwanej temperatury krytycznej , obserwujemy 

charakterystyczne minima i maksima w zaleŨnoŜci p(v ). 

 
Rys. 16.3. Por·wnanie izoterm gazu doskonağego (a) z izotermami gazu Van der Waalsa (b) 

 

Temperatura krytyczna jest waŨnym parametrem charakteryzujŃcym dany gaz. PoniŨej 

temperatury krytycznej gaz rzeczywisty moŨe ulec skropleniu, a powyŨej niej moŨe 

wystňpowaĺ wyğŃcznie w stanie gazowym. 

Temperatury krytyczne wiňkszoŜci gaz·w sŃ niskie i dlatego nie jest ğatwo je skropliĺ. Na 

przykğad temperatura krytyczna dwutlenku wňgla wynosi 304 K, ale wodoru juŨ 33 K, a helu 

5.3 K. Pionierami badaŒ nad uzyskiwaniem niskich temperatur byli Karol Olszewski 

i Zygmunt Wr·blewski, kt·rzy w 1883 roku jako pierwsi dokonali skroplenia powietrza 

(azot, tlen). 

ChociaŨ, r·wnanie Van der Waalsa daje dobry opis jakoŜciowy to bywa czasami zawodne 

przy opisie iloŜciowym. Jednak nie jest znana prosta formuğa, kt·ra stosowağaby siň do 

r·Ũnych gaz·w w r·Ũnych warunkach. 

 

16.4 Procesy odwracalne i nieodwracalne, cykl Carnota 

16.4.1 Procesy odwracalne i nieodwracalne  

     Rozpatrzmy dwa przypadki izotermicznego sprňŨania gazu. W pierwszym, tğok 

przesuwamy bardzo szybko i czekamy aŨ ustali siň r·wnowaga z otoczeniem. W czasie 

takiego procesu ciŜnienie i temperatura gazu nie sŃ dobrze okreŜlone bo nie sŃ jednakowe w 

cağej objňtoŜci. 

W drugim tğok przesuwamy bardzo powoli tak, Ũe ciŜnienie i temperatura gazu sŃ w kaŨdej 

chwili dobrze okreŜlone. PoniewaŨ zmiana jest niewielka to gaz szybko osiŃga nowy stan 

r·wnowagi. MoŨemy zğoŨyĺ cağy proces z ciŃgu takich mağych przesuniňĺ tğoka i wtedy 

podczas cağego procesu gaz jest bardzo blisko r·wnowagi. JeŨeli bňdziemy zmniejszaĺ nasze 

zmiany to w granicy dojdziemy do procesu idealnego, w kt·rym wszystkie stany poŜrednie 

(pomiňdzy poczŃtkowym i koŒcowym) sŃ stanami r·wnowagi. 

Pierwszy proces nazywamy procesem nieodwracalnym , a proces drugi procesem 

odwracalnym . 
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Definicja 

Proces nazywamy odwracalnym gdy za pomocŃ bardzo mağej (r·Ũniczkowej) zmiany 

otoczenia moŨna wywoğaĺ proces odwrotny do niego tzn. przebiegajŃcy po tej samej 

drodze w przeciwnym kierunku. 

16.4.2 Cykl Carnota  

     Przykğadem cyklu odwracalnego jest cykl Carnota. Jest to bardzo waŨny cykl odwracalny 

poniewaŨ wyznacza granicň naszych moŨliwoŜci zamiany ciepğa na pracň. Cykl Carnota, 

pokazany na rysunku 16.4 przebiega czterostopniowo: 

1. Gaz znajduje siň w stanie r·wnowagi p1, V1, T1. Cylinder stawiamy na zbiorniku ciepğa 

(T1) i pozwalamy, Ũeby gaz rozprňŨyğ siň izotermicznie do stanu p2, V2, T1. W tym 

procesie gaz pobiera ciepğo Q1 i jego kosztem wykonuje pracň podnoszŃc tğok. 

2. Cylinder stawiamy na izolujŃcej podstawce i pozwalamy na dalsze rozprňŨanie 

(adiabatyczne) gazu do stanu p3, V3, T2. Gaz wykonuje pracň przy podnoszŃc tğok 

kosztem wğasnej energii i jego temperatura spada do T2. 

3. Cylinder stawiamy na zimniejszym zbiorniku (T2) i sprňŨamy gaz izotermicznie do stanu 

p4, V4, T2. Pracň wykonuje siğa zewnňtrzna pchajŃca tğok, a z gazu do zbiornika 

przechodzi ciepğo Q2. 

4. Cylinder stawiamy na izolujŃcej podstawce i sprňŨamy adiabatycznie do stanu 

poczŃtkowego p1, V1, T1. Siğy zewnňtrzne wykonujŃ pracň i temperatura gazu podnosi 

siň do T1. 

 
Rys. 16.4. Cykl Carnota 

 

Praca wykonywana przez gaz lub siğň zewnňtrznŃ jest r·wna kaŨdorazowo polu pod 

wykresem p(V) odpowiadajŃcym danej przemianie (rysunek 16.4) . StŃd wypadkowa praca 

W wykonana przez ukğad w czasie peğnego cyklu jest opisana przez powierzchniň zawartŃ 

wewnŃtrz zamkniňtej krzywej opisujŃcej cağy cykl. 
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Wypadkowa iloŜĺ ciepğa pobrana przez ukğad podczas jednego cyklu wynosi Q1 - Q2. 

Natomiast wypadkowa zmiana energii wewnňtrznej wynosi zero bo stan koŒcowy pokrywa 

siň z poczŃtkowym, wiňc na podstawie pierwszej zasady termodynamiki otrzymujemy 

 

1 2W Q Q= -  (16.11) 

 

Schematycznie jest to przedstawione na rysunku 16.5. poniŨej. 

 
Rys. 16.5. CzňŜĺ pobranego ciepğa Q1 jest w silniku zamieniana na pracň W, 

a czňŜĺ oddawana jako ciepğo Q2. 

 

Widzimy, Ũe pewna iloŜĺ ciepğa zostağa zamieniona na pracň. MoŨemy powtarzaĺ ten cykl 

uzyskujŃc potrzebnŃ iloŜĺ pracy. Takie urzŃdzenie nazywamy silnikiem cieplnym . 

SprawnoŜĺ ɖ  silnika cieplnego definiujemy jako 

 

1 2

1 1

Q QW

Q Q
h

-
= =  (16.12) 

 

KorzystajŃc z r·wnania stanu gazu doskonağego i z pierwszej zasady termodynamiki moŨna 

pokazaĺ, Ũe sprawnoŜĺ silnika Carnota (dla gazu doskonağego) wynosi 

 

1 2

1 1

T TW

Q T
h

-
= =  (16.13) 

 

 

Wiňcej o obliczaniu sprawnoŜĺ silnika Carnota moŨesz dowiedzieĺ siň w Dodatku 3, 

na koŒcu moduğu V. 

 

Cykl Carnota moŨna prowadziĺ w kierunku przeciwnym i wtedy urzŃdzenie dziağa jako 

maszyna chğodzŃca. 
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 Ĺwiczenie 16.1 

Spr·buj teraz, korzystajŃc z powyŨszego wzoru obliczyĺ maksymalnŃ sprawnoŜĺ maszyny 

parowej, kt·ra pobiera z kotğa parň o temperaturze 227 ÁC, a oddaje do otoczenia parň 

o temperaturze 127 ÁC. Por·wnaj tň sprawnoŜĺ ze sprawnoŜciŃ zwykğego silnika 

samochodowego (okoğo 25%). Jaki wpğyw na sprawnoŜĺ miağoby podniesienie 

temperatury pary w kotle? Wyniki zapisz poniŨej. 

 

h =  

 

RozwiŃzanie moŨesz sprawdziĺ na koŒcu moduğu. 

 

16.5 Entropia i druga zasada termodynamiki  

     Zwr·ĺmy jeszcze raz uwagň na to, Ũe w trakcie pracy (cyklu) silnika cieplnego czňŜĺ 

pobieranego ciepğa byğa oddawana do zbiornika o niŨszej temperaturze i w konsekwencji ta 

iloŜĺ ciepğa nie byğa zamieniana na pracň. Powstaje pytanie, czy moŨna skonstruowaĺ 

urzŃdzenie, kt·re pobierağoby ciepğo i w cağoŜci zamieniağoby je na pracň? MoglibyŜmy 

wtedy wykorzystaĺ ogromne (z naszego punktu widzenia nieskoŒczone) iloŜci ciepğa 

zgromadzone w oceanach, kt·re byğyby stale uzupeğniane poprzez promieniowanie 

sğoneczne.  

Negatywna, niestety, odpowiedŦ na to pytanie jest zawarta w drugiej zasadzie 

termodynamiki. PoniŨej podane zostağy r·wnowaŨne sformuğowania tej zasady: 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

NiemoŨliwa jest przemiana, kt·rej jedynym wynikiem byğaby zamiana na pracň 

ciepğa pobranego ze Ŧr·dğa majŃcego wszňdzie jednakowŃ temperaturň. 

 

Oznacza to, Ũe nie moŨemy zbudowaĺ doskonağego silnika cieplnego, bo nie moŨemy 

wytwarzaĺ pracy pobierajŃc jedynie ciepğo z jednego zbiornika bez oddawania pewnej iloŜci 

ciepğa do zbiornika zimniejszego. 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

ŧadna cyklicznie pracujŃca maszyna nie moŨe bez zmian w otoczeniu przenosiĺ 

w spos·b ciŃgğy ciepğa z jednego ciağa do drugiego o wyŨszej temperaturze. 

 

Wiemy, z doŜwiadczenia, Ũe ciepğo przepğywa od ciağa cieplejszego do ciağa zimniejszego. 

ŧeby zmieniĺ ten kierunek musi zostaĺ wykonana praca przez czynnik zewnňtrzny. Nie 

moŨna wiňc zbudowaĺ doskonağej maszyny chğodzŃcej, kt·ra bez dodatkowych efekt·w 

(wydatkowania pracy z zewnŃtrz) przenosiğaby w spos·b ciŃgğy ciepğo z ciağa zimniejszego 

do cieplejszego. 

 

 

Prawo, zasada, twierdzenie 

ŧadna cykliczna maszyna cieplna pracujŃca pomiňdzy temperaturami T1 i T2 nie 

moŨe mieĺ sprawnoŜci wiňkszej niŨ (T1 - T2)/T1. 




















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































